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Resumo

Fazemos uma introdução à classe dos semigrupos automáticos e referimos diver-

sos resultados conhecidos sobre semigrupos automáticos e construções standard da

teoria dos semigrupos. Além disso mostramos que, em determinadas condições, a

automaticidade é uma propriedade preservada por produtos em coroa.

1 Introdução

A noção de grupo automático foi recentemente generalizada para semigrupos e as pro-

priedades elementares desta nova classe de semigrupos foram estabelecidas em [3]. A

noção de semigrupo automático não corresponde a uma propriedade geométrica no dia-

grama de Cayley como no caso dos grupos onde ser automático é equivalente a ter a

propriedade dos companheiros viajantes (ver [1, 5]). No entanto, constitui uma classe

de semigrupos natural que contém muitos semigrupos conhecidos, e onde algumas pro-

priedade dos grupos automáticos são satisfeitas naturalmente e outras ou requerem

demonstrações diferentes ou não se verificam. A ideia de definir uma classe de semi-

grupos utilizando linguagens regulares, além de natural, estabelece relações interessantes

entre semigrupos e linguagens formais permitindo-nos em particular utilizar ferramentas

das linguagens formais para obter resultados sobre semigrupos. Além disso temos inte-

ressantes propriedades computacionais, por exemplo, o problema da palavra é solúvel em

tempo quadrático (ver [3]), e vários resultados sobre semigrupos automáticos têm sido

estabelecidos (ver, por exemplo, [4, 6, 8, 9, 13]).
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2 Linguagens regulares e autómatos

Vamos referir algumas definições e resultados sobre linguagens regulares e autómatos que

vamos precisar.

Seja A um conjunto finito. Definimos

A+ = {a1 . . . an : a1, . . . , an ∈ A,n ∈ N},

onde N é o conjunto dos inteiros positivos, como o conjunto de todas as sucessões finitas

de elementos de A (com pelo menos um elemento). Dizemos que A é um alfabeto e aos

elementos de A+ chamamos palavras. Dado w ∈ A+ denotamos por |w| o comprimento de

w, o qual consiste no número de elementos de A que formam a palavra w. Definimos A∗ =

A+ ∪ {ε}, onde ε não é um elemento de A+, e chamamos linguagem a um subconjunto

de A∗. Definimos a operação concatenação em A∗ por

· : A∗ ×A∗ → A∗;

a1 . . . an · b1 . . . bm = a1 . . . anb1 . . . bm (n,m ∈ N),

a1 . . . an · ε = ε · a1 . . . an = a1 . . . an (n ∈ N),

ε · ε = ε,

e escrevemos w1w2 em vez de w1 ·w2 para w1, w2 ∈ A∗. É conveniente pensar em ε como

uma sucessão sem elements e por isso chamamos a ε palavra vazia e temos |ε| = 0, por

convenção. Portanto podemos escrever

A∗ = {a1 . . . an : a1, . . . , an ∈ A,n ∈ N0}.

Para w ∈ A∗ definimos w0 = ε e wn+1 = w ·wn (n ∈ N0). Observe-se que a operação · é

associativa, i.e. temos (w1 · w2) · w3 = w1 · (w2 · w3) para w1, w2, w3 ∈ A∗.

Dadas duas linguagens L,K ⊆ A∗ definimos a concatenação L ·K por

L ·K = {w1 · w2 : w1 ∈ L,w2 ∈ K}

e escrevemos LK em vez de L ·K. Dada uma linguagem L definimos

L0 = {ε},

Ln+1 = L · Ln (n ∈ N0),

L∗ =
⋃∞

n=0 L
n = {w1 · w2 · . . . · wn : w1, w2, . . . , wn ∈ L, n ∈ N0}

e chamamos a ∗ a operação fecho de Kleene.

Dizemos que uma linguagem é regular se pode ser obtida a partir de subconjuntos

finitos de A∗ aplicando as operações ∪ (união), · (concatenação) e ∗ (operação fecho

de Kleene) um número finito de vezes. Por exemplo, se definirmos A = {b, c}, então a

linguagem M = {cnbm : n,m ∈ N0} é regular pois M = {c}∗ · {b}∗.

Um autómato finito (ou simplesmente um autómato) é um qúıntuplo

A = (Q,A, µ, q0, T )
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onde Q é um conjunto finito chamado o conjunto de estados, A é um alfabeto chamado o

alfabeto de entrada, µ é uma função µ : Q×A→ P(Q) chamada a transição (denotamos

por P(Q) o conjunto de todos os subconjuntos de Q), q0 ∈ Q é chamado o estado inicial

e T ⊆ Q é o conjunto de estados terminais. A situação q′ ∈ (q, a)µ, para q, q′ ∈ Q,

a ∈ A, pode ser entendida intuitivamente do modo seguinte: se A está no estado q e lê

a entrada a então pode transitar para o estado q′.

Podemos ver um autómato como um grafo dirigido com vértices Q e uma aresta

(q, a, q′) para q, q′ ∈ Q, a ∈ A tais que q′ ∈ (q, a)µ. Representamos uma aresta (q, a, q′)

por q
a
−→ q′. Um caminho π no autómato é uma sucessão de arestas

(q1, a1, q2), (q2, a2, q3), . . . , (qn, an, qn+1),

onde q1, . . . , qn+1 ∈ Q, a1, . . . , an ∈ A, que representamos por

π : q1
a1−→ q2

a2−→ . . .
an−−→ qn+1, (1)

ou apenas um terno (q, ε, q), com q ∈ Q, que representamos por

π : q
ε
−→ q.

Dizemos que um caminho é bem sucedido se tiver ińıcio no estado inicial e terminar num

estado terminal. Dizemos que o caminho π acima é etiquetado por a1 . . . an (ou por ε).

Escrevemos simplesmente

π : q
w
−→ q′,

com w ∈ A∗, para dizer que π é um caminho em A do estado q para o estado q′ etiquetado

por w.

Dizemos que uma palavra w ∈ A∗ é reconhecida pelo autómato A se existir um

caminho bem sucedido π em A etiquetado por w; observe-se que a palavra vazia ε é

reconhecida se e só se o estado inicial for um estado terminal. A linguagem reconhecida

pelo autómato A é o conjunto das palavras reconhecidas por A; denotamos este conjunto

por L(A). Uma linguagem diz-se reconhećıvel se existir um autómato que a reconhece.

Por exemplo, a linguagem M definida acima, é reconhecida pelo autómato dado pela

Figura 1; a figura também ilustra como um autómato se pode definir por uma figura:

uma seta aponta o estado inicial q0 e saem setas dos estados terminais q0 e q1. É sabido

que a classe das linguagens regulares e a classe das linguagens reconhećıveis coincidem

(ver por exemplo [12]) e usamos os dois termos como sinónimos.

Dizemos que um autómato é determińıstico se o conjunto (q, a)µ tem no máximo

um elemento para cada q ∈ Q, a ∈ A, e não determińıstico e não determińıstico caso

contrário. Para autómatos determińısticos escrevemos q′ = qw, se existir um caminho

do estado q para o estado q′ etiquetado pela palavra w. Dizemos que um autómato é

completo se para cada q ∈ Q, a ∈ A o conjunto (q, a)µ tem pelo menos um elemento.

Se um autómato for determińıstico e completo a transição µ pode ser vista como uma

função de Q × A para Q. É sabido que, se uma linguagem é regular, então existe um
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Figura 1: Um autómato que reconhece {cnbm : n,m ∈ N0}

autómato determińıstico e completo que a reconhece; ver [12]. A Figura 1 é um exemplo

de um autómato determińıstico e completo; removendo o estado q2 e as setas que a ele

chegam obtemos um exemplo de um autómato não determińıstico que reconhece a mesma

linguagem.

Vamos precisar do seguinte resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em

[10], por exemplo:

Proposição 2.1 Seja A uma alfabeto. Então temos:

(i) ∅, A+ e A∗ são regulares;

(ii) Qualquer subconjunto finito de A∗ é regular;

(iii) Se L,K ⊆ A∗ são regulares, então L ∪K, L ∩K, L−K, LK, L∗ e

Pref(L) = {u ∈ A∗ : uw ∈ L, para algum w ∈ A∗} são regulares.

Vamos utilizar esta proposição sem a referir explicitamente, e dizemos que uma lin-

guagem é regular assim que a consigamos escrever, por exemplo, como uma reunião finita

de linguagens regulares.

3 Semigrupos

A referencia [11] é um boa introdução à teoria de semigrupos. Vamos apenas mencionar

algumas noções elementares e estabelecer a notação que vamos usar.

Seja S um conjunto e · : S × S → S uma operação em S. Dizemos que (S, ·) é um

semigrupo se a operação for associativa. Escrevemos s1s2 em vez de s1 ·s2 para s1, s2 ∈ S

e dizemos que S é um semigrupo. Por exemplo, A+ é um semigrupo com a operação

concatenação.

Sejam S, T semigrupos. Uma função ψ : S → T é um homomorfismo (de semigrupos)

se satisfaz (s1s2)ψ = (s1ψ)(s2ψ) para quaisquer s1, s2 ∈ S.

Dizemos que um semigrupo F é livre num conjunto finito A se: (i) existe uma função

α : A→ F ; (ii) para qualquer semigrupo S e qualquer função φ : A→ S existe um único

homomorfismo ψ : F → S tal que αψ = φ (observe-se que é usual colocar os śımbolos

das funções do lado direito e αψ denota a função αψ : A→ S; a 7→ (aα)ψ). O semigrupo

A+ satisfaz esta definição (sendo α a identidade A→ A+; a 7→ a) e por isso é usual dizer

que A+ é o semigrupo livre em A.
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Sejam S um semigrupo, A um conjunto finito e θ : A → S uma função. Se a única

extensão de θ a um homomorfismo ψ : A+ → S for uma função sobrejectiva, dizemos

que A é um conjunto gerador para S (relativamente a ψ).

Observe-se que, uma vez que vamos considerar linguagens em A∗, não é conveniente

ver o conjunto A como um subconjunto de S. De facto, nem é requerido que a função

θ : A → S seja injectiva. No entanto, sempre que posśıvel, não se faz uso expĺıcito dos

homomorfismos associados aos conjuntos geradores, para não complicar a notação. Para

duas palavras w1, w2 ∈ A∗ escrevemos w1 = w2 em vez de w1ψ = w2ψ e escrevemos

w1 ≡ w2 quando queremos dizer que w1 e w2 são iguais enquanto palavras em A∗.

Também escrevemos w = s e s = w com w ∈ A∗ e s ∈ S em vez de wψ = s. Finalmente,

um produto da forma x1 . . . xn onde xi ∈ A ∪ S (i = 1, . . . , n) é considerado como

um produto em A∗ se todos os factores pertencem a A e como um produto em S caso

contrário.

Dado um semigrupo S e um conjunto gerador A para S relativamente ao homomor-

fismo ψ : A+ → S dizemos que L ⊆ A+ é um conjunto de formas normais para S se

Lψ = S. Se a restrição ψ �L for injectiva dizemos que L é um conjunto de formas nor-

mais com unicidade para S. Observe-se que a multiplicação no semigrupo está definida

se soubermos como multiplicam as formas normais.

4 Semigrupos automáticos

Vamos agora introduzir a noção de semigrupo automático e mostrar alguns exemplos.

Referimos ainda alguns resultados de maior interesse sobre semigrupos automáticos bem

como alguns resultados mais técnicos que vamos utilizar.

De modo a trabalhar com autómatos que aceitam pares de palavras e para poder

definir semigrupo automático, dado um conjunto A, precisamos de definir o conjunto

A(2, $) = ((A ∪ {$}) × (A ∪ {$}))\{($, $)}

onde $ é um śımbolo que não pertence a A e a função δA : A∗×A∗ → A(2, $)∗ é definida

por

(a1 . . . am, b1 . . . bn)δA =



















ε se 0 = m = n

(a1, b1) . . . (am, bm) se 0 < m = n

(a1, b1) . . . (am, bm)($, bm+1) . . . ($, bn) se 0 ≤ m < n

(a1, b1) . . . (an, bn)(an+1, $) . . . (am, $) se m > n ≥ 0.

Normalmente omite-se o ı́ndice A e escreve-se δ em vez de δA.

Definição 4.1 Seja S um semigrupo e A um conjunto gerador finito para S relativa-

mente ao homomorfismo ψ : A+ → S. O par (A,L) é uma estrutura automática para S

(relativamente a ψ) se:

(i) L é uma linguagem regular em A+ e Lψ = S;
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(ii) L= = {(α, β)δA : α, β ∈ L,α = β} é uma linguagem regular em A(2, $)+;

(iii) Para cada a ∈ A, a linguagem La = {(α, β)δA : α, β ∈ L,αa = β} é

regular em A(2, $)+.

Se existirem conjuntos A e L tais que (A,L) é uma estrutura automática para S dizemos

que S é automatico.

Mostrou-se em [8] que, com esta definição, um monóide (um semigrupo com elemento

neutro) automático tem uma estrutura automática (A,L) para qualquer conjunto de

geradores A. Portanto a existência de uma estrutura automática não depende do conjunto

geradores considerado, tal como acontece com os grupos automáticos; ver [1]. No entanto,

um semigrupo pode ser automático e não admitir uma estrutura automática para um

dado conjunto de geradores; ver [3].

Exemplo 4.2 Seja A um alfabeto. Então A+, o semigrupo livre em A, é automático.

Podemos considerar a linguagem regular L = A+ que o par (A,L) é uma estrutura

automática para o semigrupo A+. De facto, temos

L= = {(a1, a1) . . . (ak, ak) : k ∈ N, a1, . . . , ak ∈ A}

e portanto L= é uma linguagem regular. Para cada gerador a ∈ A, temos

La = {(a1, a1) . . . (ak, ak)($, a) : k ∈ N, a1 . . . , ak ∈ A}

e portanto La é uma linguagem regular.

O nosso próximo exemplo é o monóide bićıclico B, o qual se pode definir pela apre-

sentação (de monóides) 〈b, c | bc = 1〉; ver [11]. Um conjunto de formas normais com

unicidade para B é {cibj : i, j ≥ 0} e podemos identificar B com este conjunto. As

formas normais multiplicam de acordo com a regra seguinte:

cibjckbl =

{

ci−j+kbl se j ≤ k

cibj−k+l se j > k.

Exemplo 4.3 Seja A = {b, c} e L = {cibj : i, j ≥ 0}. Uma vez que a linguagem regular

L = {c}∗{b}∗ é um conjunto de formas normais com unicidade para B, temos

L= = {(w,w)δA : w ∈ L},

o qual é uma linguagem regular, pela Proposição 4.4, que se segue. Uma vez que

Lb = {(c, c)}∗{(b, b)}∗{($, b)}

e

Lc = {(c, c)}∗{(b, b)}∗{(b, $)} ∪ {(c, c)}∗{($, c)},

as linguagens Lb e Lc são regulares e portanto (A,L) é uma estrutura automática para

B.

6



Vamos precisar também do seguinte resultado sobre linguagens regulares:

Proposição 4.4 Sejam A e B dois alfabetos. Então temos:

(i) Se L ⊆ A∗ e K ⊆ B∗ são linguagens regulares e ψ : A∗ → B∗ é um

homomorfismo de monóides, então Lψ e Kψ−1 são linguagens regulares;

(ii) Se L,K ⊆ A∗ são linguagens regulares, então (L×K)δA é uma linguagem

regular;

(iii) Se L é uma linguagem regular em A∗, então {(w,w)δA : w ∈ L} é uma

linguagem regular.

Dem. Ver por exemplo [10] e [1]. �

Dizemos que (A,L) é uma estrutura automática com unicidade para um semigrupo

S se (A,L) é for uma estrutura automática para S e L um conjunto de formas normais

com unicidade.

Em [3] foi provado o seguinte:

Proposição 4.5 Se (A,L) é uma estrutura automática para o semigrupo S então existe

uma estrutura automática (A,K) com unicidade para S.

Vamos precisar do seguinte resultado, provado em [7]:

Proposição 4.6 Seja S um semigrupo automático tal que S2 = S. Então S tem uma

estrutura automática com unicidade (A,K) tal que K ∩A = ∅.

Vamos agora apresentar a generalização para semigrupos, considerada em [3], dos

conceitos da teoria de grupos, de diagrama de Cayley e da propriedade dos companhei-

ros viajantes. Seja S um semigrupo gerado por um conjunto finito A. O diagrama de

Cayley (direito) Γ de S relativamente a A é o grafo dirigido com conjunto de vértices S e

com uma aresta etiquetada por a de s para sa para cada vértice s ∈ S e cada a ∈ A. Se s

e t são vértices de Γ, então um caminho (não dirigido) de s para t é apenas uma sequência

de arestas de s até t (sem ter em conta as direcções das arestas), e o comprimento do

caminho é o número de arestas que contém. Definimos a distância d(s, t) de s para t

como o comprimento do caminho mais curto de s para t se tal caminho existir, e igual

a infinito caso contrário. Seja L ⊆ A+ um conjunto regular de formas normais para

S, então dizemos que Γ tem a propriedade dos companheiros viajantes relativamente

a L se existir uma constante K tal que, sempre que α, β ∈ L com d(α, β) ≤ 1, temos

d(α(t), β(t)) ≤ K para cada t ≥ 1. A propriedade dos companheiros viajantes caracteriza

os grupos automáticos (ver [1]) e para semigrupos ainda temos o seguinte:

Proposição 4.7 Se S é um semigrupo com uma estrutura automática (A,L) e se Γ é o

diagrama de Cayley de S relativamente a A, então Γ tem a propriedade dos companheiros

viajantes relativamente a L.
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Dem. Ver [3]. �

Como observado em [3], qualquer semigrupo não automático com um zero, por

exemplo, tem a propriedade dos companheiros viajantes e portanto a reciproca desta

proposição não é verdadeira.

5 Máquinas sequenciais generalizadas

Uma vez que a propriedade dos companheiros viajantes não caracteriza os semigrupos au-

tomáticos, é preciso trabalhar directamente com linguagens regulares em vez do diagrama

de Cayley como acontece para os grupos, para provar que um semigrupo é automático.

Quando se consideram construções de semigrupos, é usual ter que construir estruturas

automáticas a partir de estruturas automáticas conhecidas. Para esse efeito, o conceito

de máquina sequencial generalizada, mostra-se particularmente útil.

Uma máquina sequencial generalizada (usualmente designada gsm) é um sextuplo

A = (Q,A,B, µ, q0, T )

onde Q, A são B conjuntos finitos (chamados conjunto dos estados, alfabeto de entrada e

alfabeto de sáıda respectivamente), µ é uma função (parcial) de Q×A para subconjuntos

finitos de Q×B∗, q0 ∈ Q é o estado inicial e T ⊆ Q é o conjunto dos estados terminais.

A inclusão (q′, u) ∈ (q, a)µ corresponde à seguinte situação: se A está no estado q e lê a

entrada a, então pode mover-se para o estado q′ e produzir a sáıda u.

Podemos ver A como um grafo dirigido onde Q é o conjunto dos vértices, e com uma

aresta q
(a,u)
−−−→ q′ para cada par (q′, u) ∈ (q, a)µ. Para um caminho

π : q1
(a1,u1)
−−−−→ q2

(a2,u2)
−−−−→ q3 . . .

(an,un)
−−−−−→ qn+1

definimos

Φ(π) = a1a2 . . . an, Σ(π) = u1u2 . . . un.

Para q, q′ ∈ Q, u ∈ A+ e v ∈ B+ escrevemos q
(u,v)
−−−→+ q′ para dizer que existe um

caminho π de q para q′ tal que Φ(π) ≡ u e Σ(π) ≡ v, e dizemos que (u, v) é a etiqueta

do caminho. Dizemos que um caminho é bem sucedido se for da forma q0
(u,v)
−−−→+ t com

t ∈ T .

A gsm A induz uma função ηA : P(A+) −→ P(B+) de subconjuntos de A+ para

subconjuntos de B+ definida por

XηA = {v ∈ B+ : (∃u ∈ X)(∃t ∈ T )(q0
(u,v)
−−−→+ t)}.

Sabe-se que se X é regular então XηA também é; ver [10, Teorema 11.1 e Exemplo 11.1].

Analogamente, A induz uma função ζA : P(A+ ×A+) −→ P(B+ ×B+) definida por

Y ζA = {(w, z) ∈ B+ ×B+ : (∃(u, v) ∈ Y )(w ∈ uηA & z ∈ vηA)}.
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Foi provado em [6] que, em certas condições, também a função ζA preserva a regula-

ridade:

Teorema 5.1 Seja A = (Q,A,B, µ, q0, T ) uma gsm, e seja πA : (A∗×A∗)δA −→ A∗×A∗

a função inversa de δA. Suponhamos que existe uma constante C tal que, para quaisquer

dois caminhos α1, α2 in A, temos

|Φ(α1)| = |Φ(α2)| =⇒ ||Σ(α1)| − |Σ(α2)|| ≤ C. (2)

Se M ⊆ (A+ × A+)δA é uma linguagem regular em A(2, $)+ então N = MπAζAδB é

uma linguagem regular em B(2, $)+.

6 Construções

Foram estudadas algumas diversas standard de semigrupos e provou-se que algumas

preservam a automaticidade. Apresentamos de seguida alguns resultados mais relevantes

sobre semigrupos automáticos e construções de semigrupos (para uma introdução às

construções referidas ver [11]).

O produto livre de semigrupos foi estudado em [3] e provou-se o seguinte:

Proposição 6.1 Sejam S e T semigrupos. O produto livre de semigrupos S ∗ T é au-

tomático se e só se ambos os factores forem automáticos.

Em [4] foi estudado o produto directo de semigrupos e provou-se o seguinte:

Proposição 6.2 Sejam S e T semigrupos automáticos.

(i) Se S e T são infinitos, então S × T é automático se e só se S2 = S e

T 2 = T .

(ii) Se S é finito e T é infinito, então S × T é automático se e só se S2 = S.

Em [15], os autores estabeleceram condições necessárias e suficientes para que o produto

directo de semigrupos seja finitamente gerado:

Proposição 6.3 Sejam S e T semigrupos. Se S e T são infinitos então S × T é finita-

mente gerado se e só se S e T são finitamente gerados, S2 = S e T 2 = T . Se S é finito

e T é infinito então S × T é finitamente gerado se e só se S2 = S e T é finitamente

gerado.

Usando esta proposição, a Proposição 6.2 pode-se escrever do seguinte modo:

Proposição 6.4 O produto directo de semigrupos é automático se e só se for finitamente

gerado.
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A resposta para a questão reciproca não é conhecida nem para grupos: Se o produto

directo G1 ×G2 é automático serão os factores G1 e G2 necessariamente automáticos?

Os semigrupos de matriz de Rees foram considerados em [6] onde se obtiveram os

seguintes resultados:

Proposição 6.5 Seja S = M[U ; I, J ;P ] um semigrupo de matrix de Rees. Se U é um

semigrupo automático e S é finitamente gerado então S é automático.

Como consequência deste resultado temos o seguinte:

Corolario 6.6 Se U é um semigrupo automático e simples então qualquer semigrupo de

matriz de Rees M[U ; I, J ;P ] (I e J finitos) é automático.

A implicação reciproca não foi resolvida no caso geral, mas foi provado o seguinte:

Proposição 6.7 Seja S = M[U ; I, J ;P ] um semigrupo, e suponhamos que existe uma

entrada p na matriz P tal que pU 1 = U . Se S é automático então U é automático.

Foi ainda obtido outro resultado para este sentido da implicação que requer uma noção

introduzida em [18]. Dizemos que um semigrupo é prefixo-automatico or p-automatico se

admite uma estrutura automática (A,L) tal que o conjunto

L′
= = {(w1, w2)δA : w1 ∈ L,w2 ∈ Pref(L), w1 = w2}

também é regular, onde

Pref(L) = {w ∈ A+ : ww′ ∈ L para algum w′ ∈ A∗}.

Provou-se o seguinte:

Proposição 6.8 Seja S = M[U ; I, J ;P ] um semigrupo de matriz de Rees. Se S é p-

automatico então U é p-automatico.

Observe-se as noções de ”automático”e ”p-automático”coincidem para grupos mas não

se sabe se coincidem para semigrupos.

7 Produtos em coroa

Vamos considerar a automaticidade de produtos em coroa de semigrupos, S wrT , no caso

em que T é um semigrupo finito. Vamos começar por referir as condições necessárias e

suficientes, obtidas em [14], para o produto em coroa neste caso ser finitamente gerado.

A propriedade “ser finitamente gerado”para produtos em coroa está relacionada com

a mesma propriedade para S-actos diagonais. Vamos usar as condições obtidas para o

caso em que o S-acto diagonal não é finitamente gerado para provar que, neste caso, o

produto em coroa S wrT é automático se for finitamente gerado e S for um semigrupo

automático.
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Vamos começar por introduzir algumas definições que vão ser precisas. Se S é um

semigrupo e X é um conjunto, então o conjunto SX de todas as funções X → S é um

semigrupo com a seguinte multiplicação: for f, g ∈ SX , fg : X → S; x 7→ (xf)(xg); este

semigrupo é chamado a potência cartesiana de S por X. Se S tem um idempotente e,

então o suporte de f ∈ SX relativamente a e é definido por

suppe(f) = {x ∈ X : xf 6= e}.

O conjunto

S(X)e = {f ∈ SX : | suppe(f)| <∞}

é um subsemigrupo de SX ; é chamado a potência directa de S em relação a e. Quando

não existe perigo de confusão o ı́ndice e é normalmente omitido. Se X é finito com

n elementos então SX e S(X)e coincidem, e são isomorfos ao semigrupo S(n) que é

formado por n-uplos de elementos de S com a multiplicação componente a componente.

Neste contexto escreve-se S(X)e mesmo se S não tem idempotentes; podemos pensar em

suportes relativamente a uma identidade previamente adicionada a S.

O produto em coroa não restrito SWrT de dois semigrupos S e T é o conjunto ST ×T

com a multiplicação

(f, t)(g, u) = (f tg, tu),

onde tg ∈ ST é definido por

(x) tg = (xt)g.

Seja e ∈ S um idempotente. O produto em coroa (restrito) Se wrT (relativamente a e)

é o subsemigrupo de SWrT gerado pelo conjunto {(f, t) ∈ SWrT : | suppe(f)| < ∞}.

Novamente, é usual omitir o ı́ndice e.

O produto em coroa S wrT coincide com o produto em coroa não restrito SWrT no

caso em que T é finito, como observado em [19, Caṕıtulo 3].

Uma acção de um semigrupo S num conjunto X é uma função X ×S → X, (x, s) 7→

xs, que satisfaz (xs1)s2 = x(s1s2). Ao conjunto X, juntamente com a acção, chama-se

uma S-acção. Diz-se gerada pelo conjunto U ⊆ X se US1 = X, e finitamente gerada se

existir um conjunto finito U que a gera.

O acto diagonal de um semigrupo S é o conjunto S × S com a acção (s1, s2)s =

(s1s, s2s). Por exemplo, os actos diagonais de grupos infinitos, semigrupos livres, semi-

grupos comutativos livres e semigrupos completamente simples não são finitamente ge-

rados. O acto diagonal do monoide total de transformações TN no conjunto dos inteiros

positivos pode ser gerado por um único elemento; ver [2]. Em [16] os autores mostram

um exemplo de um monóide finitamente apresentado infinito com um acto diagonal fini-

tamente gerado.

Vamos apenas referir as condições obtidas em [14] para o caso em que T é finito e S

é infinito.

Proposição 7.1 Seja S um semigrupo infinito e T um semigrupo finito não trivial. Se

o S-acto diagonal é finitamente gerado então S wrT é finitamente gerado se e só se as

seguintes condições são satisfeitas:
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(i) S2 = S e T 2 = T ;

(ii) S é finitamente gerado.

Se o S-acto diagonal não é finitamente gerado então S wrT é finitamente gerado se e só

se as seguintes condições são satisfeitas:

(i) S2 = S;

(ii) S é finitamente gerado;

(iii) cada elemento de T está contido no ideal principal direito gerado por uma

identidade direita.

Vamos agora considerar a automaticidade do produto em coroa S wrT no caso em

que T é finito. Note-se que no caso em que S também é finito, S wrT é finito e portanto

é automático. Vamos considerar o caso em que S é infinito e o S-acto diagonal não é

finitamente gerado.

Teorema 7.2 Sejam S e T semigrupos que satisfazem as seguintes condições:

(i) T é finito;

(ii) S é automático;

(iii) o S-acto diagonal não é finitamente gerado;

(iv) o produto em coroa S wrT é finitamente gerado;

então S wrT é automático.

Dem. Assumimos que T não é trivial e escrevemos T = {t1, . . . , tm} com m > 1.

Utilizando a Proposição 7.1 sabemos que S é finitamente gerado e que S2 = S. Assim,

pela Proposição 6.2, conclúımos que o produto directo S |T | é automático. Seja (F,K)

uma estrutura automática com unicidade para S |T | com F = {f1, . . . , fk}. Uma vez

que S2 = S, podemos utilizar o Teorema 4.6, e assumir que K não tem palavras de

comprimento 1. Dado t ∈ T , usando novamente a Proposição 7.1, existe uma identidade

direita e ∈ T tal que t = eq para algum q ∈ T . Assim podemos definir o conjunto gerador

Y = {e1, . . . , em} ∪ {q1, . . . , qm}

para T com ti = eiqi (i = 1, . . . ,m) onde e1, . . . , em representam identidades direitas em

T (não necessariamente distintas). Definimos um novo alfabeto A por

A = {(f, ei) : f ∈ F, i = 1, . . . ,m} ∪ {(f, qi) : f ∈ F, i = 1, . . . ,m}

e a linguagem L em A por

L =
⋃

i=1,...,m

{(fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi) : fα1

. . . fαn
∈ K}.
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Vamos provar que o par (A,L) é uma estrutura automática para S wrT (com unicidade).

Para ver que A gera S wrT e que L é um conjunto de formas normais com unicidade para

S wrT basta observar que, dado (f, ti) ∈ S wrT existe uma única palavra fα1
. . . fαn

em

K tal que f = fα1
. . . fαn

. Portanto existe uma só palavra em L que representa (f, ti),

que é a palavra

(fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi).

Para provar que L é uma linguagem regular definimos uma gsm A tal que KηA = L.

Seja

A = (Q,F,A, µ, q0, {χ})

com Q = {q0, . . . , qm} ∪ {χ}, onde q0 é o estado inicial, χ é o único estado terminal e µ

é uma função parcial de Q× F para subconjuntos finitos de Q×A+ definida por:

(q0, f)µ = {(qi, (f, ei))} (i = 1, . . . ,m),

(qi, f)µ = {(qi, (f, ei)), (χ, (f, qi)))} (i = 1, . . . ,m).

Vamos agora provar que L(f,er) é uma linguagem regular, para (f, er) ∈ A. Se definirmos

L
(i)
(f,er) = L(f,er) ∩ (A+ · {(f, qi) : f ∈ F} ×A+)δA (i = 1, . . . ,m)

podemos escrever

L(f,er) =
⋃

i=1,...,m

L
(i)
(f,er)

e é suficiente provar que, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, a linguagem L
(i)
(f,er) é regular. Para

esse fim, vamos usar o Teorema 5.1, e começamos por mostrar que

L
(i)
(f,er) = Kw̄πF ζAδA ∩ (A+ · {(f, qi) : f ∈ F} ×A+ · {(f, qi) : f ∈ F})δA

onde w̄ é a palavra em K que representa qif ∈ S|T |. Seja

(fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi), (fβ1

, ej) . . . (fβs−1
, ej)(fβs

, qj) ∈ L.

Então

((fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi), (fβ1

, ej) . . . (fβs−1
, ej)(fβs

, qj))δA ∈ L
(i)
(f,er)

⇐⇒ fα1
. . . fαn

qif = fβ1
. . . fβs

& eiqier = ejqj

⇐⇒ fα1
. . . fαn

qif = fβ1
. . . fβs

& eiqi = ejqj

⇐⇒ fα1
. . . fαn

qif = fβ1
. . . fβs

& ti = tj

⇐⇒ (fα1
. . . fαn

, fβ1
. . . fβs

)δF ∈ Kw̄ & i = j

⇐⇒ ((fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi), (fβ1

, ej) . . . (fβs−1
, ej)(fβs

, qj))δA ∈

Kw̄πF ζAδA ∩ (A+ · {(f, qi) : f ∈ F} ×A+ · {(f, qi) : f ∈ F})δA

Conclúımos, pelo Teorema 5.1, que L
(i)
(f,er) é uma linguagem regular. Para um gerador

(f, qr) ∈ A vamos provar que L(f,qr) é regular de modo semelhante. Podemos escrever

L(f,qr) =
⋃

i=1,...,m

L
(i)
(f,qr)
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onde

L
(i)
(f,qr) = L(f,qr) ∩ (A+ · {(f, qi) : f ∈ F} ×A+)δA (i = 1, . . . ,m).

Dado i ∈ {1, . . . ,m} arbitrário vamos provar que L
(i)
(f,qr) é uma linguagem regular. Seja

j o único elemento em {1, . . . ,m} tal que eiqiqr = ejqj e seja w̄ a palavra em K que

representa qif ∈ S|T |. Sejam

(fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi), (fβ1

, ek) . . . (fβs−1
, ek)(fβs

, qk) ∈ L.

Então

((fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi), (fβ1

, ek) . . . (fβs−1
, ek)(fβs

, qk))δA ∈ L
(i)
(f,qr)

⇐⇒ fα1
. . . fαn

qif = fβ1
. . . fβs

& eiqiqr = ekqk

⇐⇒ (fα1
. . . fαn

, fβ1
. . . fβs

)δF ∈ Kw̄ & eiqiqr = ekqk & k = j

⇐⇒ ((fα1
, ei) . . . (fαn−1

, ei)(fαn
, qi), (fβ1

, ek) . . . (fβs−1
, ek)(fβs

, qk))δA ∈

Kw̄πF ζAδA ∩ (A+ · {(f, qi) : f ∈ F} ×A+ · {(f, qj) : f ∈ F})δA

Podemos então utilizar o Teorema 5.1 e concluir que, para cada i, a linguagem

L
(i)
(f,qr) = Kw̄πF ζAδA ∩ (A+ · {(f, qi) : f ∈ F} ×A+ · {(f, qj) : f ∈ F})δA

é regular. �

No caso em que os semigrupos S e T são monóides, as condições necessárias e su-

ficientes para o produto em coroa S wrT ser finitamente gerado, estabelecidas em [17],

são as seguintes:

Proposição 7.3 Sejam S e T monóides, e seja G o grupo das unidades de T . Então

o produto em coroa S wrT é finitamente gerado se e só se S e T são ambos finitamente

gerados, e ou S é trivial, ou T = V G para algum subconjunto finito V de T .

Utilizando este resultado, o nosso teorema tem a seguinte consequência:

Corolario 7.4 Seja S um monóide automático e T um monóide finito. Então o produto

em coroa S wrT é automático.

Dem. Assumimos que S não é trivial. Podemos aplicar a Proposição 7.3, com V = T , e

portanto S wrT é finitamente gerado. Além disso, as três condições na Proposição 7.1,

para o caso em que o S-acto diagonal não é finitamente gerado, verificam-se trivialmente

uma vez que S e T são monóides. A prova do nosso teorema é baseada nestas condições

e portanto o produto em coroa S wrT é automático. �

Continua a ser uma questão em aberto se o produto em coroa S wrT é automático

sempre que é finitamente gerado. Claro que, devido ao resultado acima, falta apenas

considerar o caso em que o S-acto diagonal é finitamente gerado. Em [17] e [19] podemos

encontrar alguns exemplos de produtos em coroa com S-acto diagonal finitamente gerado
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os quais, como os autores observam, são de certa forma o caso menos comum. Outro

problema interessante é o estudo da automaticidade do produto em coroa no caso em que

o semigrupo T também é infinito. Um ponto de partida natural será utilizar a Proposição

7.3 e investigar o caso em que S e T são monóides.
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