
DequetrataaEstat́ıstica?

ObjectosdeestudodaEstat́ıstica-Dadosestat́ısticos

Objectivosdaestat́ıstica-obterdados(porobservaçãoourecolhaplaneada),descrevê-los,

sumarizá-los,organizá-los,analisá-loseinterpretarosresultadosdaanálise.

Unidadeexperimental-elementosquedãoacessoaosdados.

Variávelestat́ıstica-caracteŕısticaquepodeserdiferentenasdiversasobservaçõesefectuadas.

AEstat́ısticapermite-nosdescreverecompreenderavariabilidadecontidanainformação(dados)

emanálise.Destaformaajuda-nosatomardecisõesemsituaçõesdeincerteza.
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Sub-áreasdaEstat́ıstica

•Obtençãodosdados:Amostragemeplaneamentodeexperiências.

•Descriçãodosdados:Estat́ısticadescritivaeanáliseexploratóriadedados.

•Modulação:TeoriadaProbabilidade.

•Induçãoeprevisãodofuturo:InferênciaEstat́ıstica
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Tiposdevariáveis

•qualitativas:

–nominaisoucategóricas;

–ordinais;

•quantitativas:

–numaescalaintervalar;

–numaescaladerazões;
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EmEstat́ısticatodasasvariáveissãocodificadasnumericamentepeloquepodemosclassificarotipo

deescalasnuméricasdeacordocomotipodedadosquelhederamorigem:

•escalanominais;

•escalaordinal;

•escalaintervalar;

•escaladerazões;

Existemmetodologiasdistintasparaanalisarosváriostiposdevariáveis.Apósacodificação

numéricaháqueterocuidadodeseleccionarmétodoscompat́ıveiscomanaturezadosdados.



AnálisePreliminardedados

Objectivos

•Cálculonuméricodemedidasamostrais,taiscomovaloresrepresentativosdatendênciacentral

dosdados,evaloresrepresentativosdaquantidadedevariabilidadeinerenteaosdados.

•Resumoedescriçãoglobaldosdadosatravésdaconstruçãodetabelasedegráficos.
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Ordenação

Seordenarmosumaamostrax1,x2,...,xnascendentementeerepresentarmososvaloresordenados

porx1:n≤x2:n≤···≤xn:nobtemosaschamadasestat́ısticasordinaisascendentes.Outra

formausualderepresentarasestat́ısticasordinaisascendenteséatravésdanotaçãox(1)≤x(2)≤
···≤x(n).

Tabeladefrequências

Sejamx∗
1≤x∗

2≤···≤x∗
k,kobservaçõesdistintasnaamostradedimensãon.

Frequênciaabsoluta:ni≡númerodevezesqueseobservouovalorx∗
inaamostra;

Frequênciarelativa:fi=
ni

n≡proporçãodevaloresiguaisax∗
inaamostra;

Frequênciaabsolutaacumulada:Ni=n1+n2+···+ni;

Frequênciarelativaacumulada:Fi=f1+f2+···+fi;
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Tabeladefrequências(eminglêsfrequencytable)

x∗
inifiFi

x∗
1n1f1F1

x∗
2n2f2F2

............

x∗
knkfk1

k∑

i=1

ni=n
k∑

i=1

fi=1

Funçãodedistribuiçãoemṕırica

Chama-sefunçãodedistribuiçãoemṕıricaàseguintefunçãorealFn,devariávelreal:

Fn(x)=
númerodeobservações≤x

n
.

Note-sequeFn(x∗
i)=Fi,i=1...,kequeéposśıvelrecuperarasfrequênciasrelativasatravésdas

frequênciasrelativasacumuladasmediantearelaçãofi=Fi−Fi−1.
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Medidasamostrais

Medidasdelocalizaçãocentral:

•Média(samplemean)

•Mediana(median)

•Moda(mode)
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Outrasmedidasdelocalização:

•Mı́nimo(minimum)emáximo(maximum)

•Quantis(singular:quantil)(quantiles)

•Quartis(quartiles)

•Percentis(percentiles)
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Medidasdedispersão:

•Amplitudedaamostra(range)

•Distânciainter-quartil(inter-quartilerange)

•Variância(variance)evariânciacorrigida

•Desvio-padrão(standarddeviation)edesvio-padrãocorrigido
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Medidasdeassimetria(skewness):

Asdistribuiçõesdefrequênciaspodemserclassificadasemsimétricaseassimétricas.

Tiposdeassimetria:positivaenegativa.

Nasdistribuiçõesdefrequênciassimétricastem-sequemédia=mediana=moda.Aassimetria

podeserclassificadamedianteoestudodaposiçãorelativadestastrêsmedidasdelocalização,

nomeadamente:

•Semédia>mediana>moda,suspeita-sequehajaassimetriapositivaporpartedadis-

tribuiçãodefrequências;

•Semédia<mediana<moda,suspeita-sequehajaassimetrianegativa.
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Métodosgráficos

•Histograma

•Gráficosdefrequências

•Caixasdebigodes(boxplot)

•Gráficosdedispersão(scatterplot)
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TeoriadasProbabilidades

Experiênciaaleatóriaéumaexperiênciaquepodeterdiferentesresultados,mesmoquandoé

repetidaemcircunstânciasanálogas.

Resultadoelementaréumresultadoposśıveldumaexperiênciaaleatória.

Espaçoamostral(tambémdesignadoporespaçoderesultados,ouespaçodosposśıveis,oupop-

ulação,ouaindaUniverso.)Éoconjuntodetodososresultadosposśıveisnumaexperiência

aleatória.Habitualmenterepresenta-seporΩ.

Acontecimento-subconjuntodeΩcontendoumoumaisresultadosposśıveis(representa-se

comletramaiúscula).

Intersecçãodedoisacontecimentoséumacontecimentoqueocorrequandoocorremsimul-

taneamenteosdoisacontecimentos.

Reuniãodedoisacontecimentoséumacontecimentoqueocorrequandoocorrepelomenos

umdosacontecimentos.

Acontecimentosmutuamenteexclusivosouincompat́ıveis-acontecimentosquenãopo-

democorrememsimultâneo.
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Axiomáticadaprobabilidade

1.P(Ω)=1

2.P(A)≥0paratodooA∈Ω

3.SeA1eA2foremacontecimentosmutuamenteexclusivos

P(A1∪A2)=P(A1)+P(A2).

Estarelaçãogeneraliza-separaqualquerconjunto(numerável)deacontecimentosmutuamente

exclusivos.

Independênciadeacontecimentos

Doisacontecimentossãoindependentesseesóse

P(A∩B)=P(A)P(B)
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VariáveisAleatórias

Umavariávelaleatória(v.a.)associaumnúmerorealacadaresultadoposśıvel,detalformaquea

probabilidadedeumintervalorealéigualàprobabilidadedosacontecimentosquelhederamorigem.

Asv.a.’srepresentam-seporletrasmaiúsculas.

VariáveisAleatóriasDiscretas-v.a.’squesóassumemumnúmerofinitoounumerávelde

valores,comprobabilidadeestritamentepositiva.

VariáveisAleatóriasCont́ınuas-v.a.’squeassumemvaloresemtodooRouemintervalos

deR.
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Caracterizaçãoepropriedadesdumav.a.discreta

FunçãoMassadeProbabilidade(ouFunçãodeProbabilidade),f(x)

f(x)=P(X=x).
∑

xif(xi)=1.

exemplográfico

x

5 4 3 2 1 0

f(x)

,7

,6

,5

,4

,3

,2

,1

0,0
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FunçãodeDistribuição,F(x)

F(x)=P(X≤x).

F(x)=
∑

xi≤xf(xi)⇔f(xi)=F(xi)−F(xi−1).

F(x)crescede0a1emescada.

Exemplográfico:

F(x)

x

− 0.2

− 0.4

− 0.6

− 0.8

− 1

12345

•

•

•

•
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Caracterizaçãoepropriedadesdeva’scont́ınuas

FunçãoDensidadedeProbabilidade,f(x)

f(x)≥0.

P(x1≤X≤x2)=

∫x2

x1

f(x)dx.
∫+∞

−∞
f(x)dx=1.

Exemplográfico

f(x)

x x1x2

P(x1≤X≤x2)

//

OO

zzu
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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FunçãodeDistribuição

F(x)=P(X≤x).

F(x)crescede0a1deformacont́ınua.

F(x)=
∫x

−∞f(t)dt⇔f(x)=F′(x).

Interpretaçãográfica:

f(x)

x

F(x)

//

OO

zzu
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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Exemplográfico:

f(x)uniformeF(x)uniforme

f(x)

x

−

0.00

− 0.05

− 0.10

051015

••

F(x)

x

− 0.2

− 0.4

− 0.6

− 0.8

− 1.0

05101520



21

AmostraPopulação

x1,...,xn

MedidasamostraisParâmetrosdadistribuição

média:média:

x̄=
∑k

i=1x∗
ifiµ=E[X]=







∑

xixif(xi)v.a.discreta
∫+∞

−∞
xf(x)dxv.a.cont́ınua

variância:variância:

s
2

=
∑k

i=1(x∗
i−x̄)

2
fiσ

2
=Var[X]=







∑

xi(xi−µ)
2
f(xi)v.a.discreta

∫+∞
−∞(x−µ)

2
f(x)dxv.a.cont́ınua

]

desviopadrão:desviopadrão:

s=
√

s2σ=
√

σ2
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Moda

Amodadeumadistribuiçãoéonúmerorealmtalquef(m)émáximo.(Podehavermaisdoque

umamoda.)

Quantildeordemp

xp=







xp:F(xp)=pv.a.’scont́ınuas

xp:p≤F(xp)≤p+P(X=xp)v.a.’sdiscretas

f(x)

x xp

p

//

OO

zzu
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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Mediana

Amedianadumadistribuiçãoéoquantildeordem1/2.

f(x)

x med

1/21/2

//

OO

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Quartil

Quartissãoquantisdeordem0.25,0.5e0.75.

Percentil

Umpercentildeordemxéoquantildeordemx/100.
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AmostraPopulação

gráficodefrequênciasf.m.p.,f(x)(casodiscreto)

histogramaf.d.p.,f(x)(casocont́ınuo)

funçãodedistribuiçãoemṕırica,Fn(x)Funçãodedistribuição,F(x)

(frequênciasrelativasacumuladas)
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Algunsresultadosimportantes

SejamX1,X2,...,Xnv.a.’sindependenteseidenticamentedistribúıdas(i.i.d.)comE[Xi]=µe

Var[Xi]=σ
2
.SejaX̄=

1
n

∑n
i=1Xiamédiadasvariáveis(médiaamostral).

E[
∑n

i=1Xi]=nµ

Var[
∑n

i=1Xi]=nσ
2

E[X̄]=µ

Var[X̄]=
σ

2

n
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Distribuiçõesusuaisdiscretas

Bernoulli,X_B(p).

X=

{

1,se{sucesso}
0,se{insucesso}.

f(1)=P(X=1)=P{sucesso}=p∈[0,1],

f(0)=P(X=0)=P{insucesso}=1−p.
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DistribuiçãoGeométrica,X_G(p).

X-númerodeprovas(ouinsucessos)atéaoprimeirosucesso(numarepetiçãodeBernoullis).

x

16 14 12 10 8 6 4 2 0

f(x)

,6

,5

,4

,3

,2

,1

0,0

p=0.5

p=0.2
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Binomial,X_B(n,p)

X-númerodesucessosnumconjuntodenprovasdeBernoulli(nfixo).

x

20 10 0

f(x)

,3

,2

,1

0,0

B(20,0.8)

B(20,0.5)

B(20,0.2)
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Poisson,X_P(λ)

X=númerodeocorrênciasnumintervalodetempoounumaregiãodoespaço.

x

30 20 10 0

f(x)

,6

,5

,4

,3

,2

,1

0,0

15

4

0.7
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Distribuiçõesusuaiscont́ınuas

Uniforme,X_U(a,b)

exemploparaa=5eb=15:

f(x)

x

−

0.00

− 0.05

− 0.10

051015

••

F(x)

x

− 0.2

− 0.4

− 0.6

− 0.8

− 1.0

05101520
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Exponencial,X_E(λ)

0

1

2

3

4

0.511.5

Exp(4)

Exp(2)

Exp(0.7)

f(x)

x
//

OO
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NormalouGaussiana,X_N(µ,σ
2
)

f(x)=
1

√
2π

exp

{

−
(x−µ)

2

2σ2

}

,x∈R,µ∈R,σ>0.

E[X]=µ,Var[X]=σ
2
.

0.2

0.4

0.6

0.8

–2–1.5–1–0.50.511.52

N(0,1.5)

N(0,1)

N(0,0.5)

f(x)

x
//

OO
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N(µ,σ
2
)

68%

95.5%

99.9%

//

µ

−σσ

−2σ2σ

−3σ3σ

oo//

oo//

oo//
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Propriedades

1.SeX_N(µ,σ
2
),então

Z=
X−µ

σ
_N(0,1).

Estadistribuiçãodenomina-seNormalstandardouNormalcentradaereduzida.

Φ(x)=P(Z≤x).

2.SeX_N(µ,σ
2
)eY=aX+bentão

Y_N(aµ+b,a
2
σ

2
).

3.SeXi_N(µi,σ
2
i)independentes,i=1,...,n,então

n∑

i=1

Xi_N(

n∑

i=1

µi,

n∑

i=1

σ
2
i).

Emparticularseµi=µeσ
2
i=σ

2
então

n∑

i=1

Xi_N(nµ,nσ
2
)eX̄=

1

n

n∑

i=1

Xi_N(µ,σ
2
/n).
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Devemosterocuidadodenãoconfundirosdadoscomasabstracçõesqueutilizamos

paraosanalisar.

WilliamJames(1842-1910)

OobjectivodaEstat́ısticaécaracterizareeventualmentedefinirregrasdedecisãosobreumapop-

ulaçãoconhecendoapenaspartedela.

Apartedapopulaçãoqueseconhecechama-seamostraeoprocessopeloqualaamostraéobtida

chama-seamostragem.

Amostragemaleatóriasimples-osdadossãorecolhidosaleatoriaeindependentementeuns

dosoutros.

Amostraaleatória(a.a.)-conjuntodeobservações,X1,X2,...,Xn,independenteseidentica-

mentedistribúıdascomdistribuiçãoFX.

Estat́ıstica-funçãodaamostraquenãodependedeparâmetrosdesconhecidos.
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OobjectivousualéinferirsobreaformaouosparâmetrosdadistribuiçãoFX.

Seestivermosinteressadosnaformapodemoscomeçarporcompararohistograma(ougráficode

frequências)comosgráficosdef(x)dasdistribuiçõesusuais.

Seguidamentepodemosconstruirgráficosdequantis(QQ-plot)oudeprobabilidades(PP-plot).

Estesgráficostambémsãodesignadospapeldeprobabilidades.

UmQQ-plotéumgráficodedispersãoqueconfrontaosquantisdaamostracomosquantisde

umadistribuiçãoespećıfica(usual).Seaamostrativersidoretiradadeumapopulaçãocomaquela

distribuiçãoográficodeveassemelhar-seaumconjuntodepontosmaisoumenossobreumarecta.

Casocontráriodeverãosurgirzonasdenão-linearidadenográfico.

UmPP-plotéumgráficosemelhantequeemvezdeconfrontaquantisconfrontaprobabilidades,

Fn(x)contraF(x).AanáliseésemelhanteaoQQ-plot.

Existemoutrosprocedimentosparainferirsobreaformadeumadistribuição(avermaisadiante).
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Valores observados

70 60 50 40 30 20 10 0 -10

V
alores esperados (E

xponenciais)

60

50

40

30

20

10

0

-10
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Umavezdecididaaformapodemosestarinteressadoseminferirsobreosparâmetros.

Estimativapontualdeumparâmetrodesconhecido-valorobtidoapartirdaamostra

(atravésdeumaestat́ıstica)quesedestinaafornecervaloresaproximadosdoparâmetro.

Estimador-estat́ısticaqueforneceestimativaspontuais.

Habitualmenterepresenta-seumestimadordeumparâmetrocolocandoumacentocircunflexosobre

aletraqueorepresenta.(µ̂,σ̂,θ̂)

Umestimadoréumav.a.ecomotaltemumadistribuiçãoqueocaracteriza-distribuiçãopor

amostragem.
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Propriedadesdosestimadores

Enviesamento-Umestimadorθ̂écentradoounãoenviesadose

E[θ̂]=θ.

Eficiência-Entreosestimadorescentrados,umestimadorθ̂1émaiseficientequeoutroθ̂2se

Var[θ̂1]<Var[θ̂2].

ErroQuadráticoMédiodeumestimadorθ̂édadopor

EQM(θ̂)=E[(θ̂−θ)
2
]=Var[θ̂]+(E[θ̂]−θ

︸︷︷︸

viés

)
2
.
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Comoencontrarestimadores?

IntuitivamentesabemosquepodemosconsiderarX̄comoestimadordeµ=E[X]assimcomos
2

comoestimadordeσ
2

=Var[X].Porvezesnãoestamosinteressadosemµeσmassimnoutros

parâmetrosquesepodemrelacionarcomµeσ.

Existemdoismétodosmuitoutilizadosparaobterestimadores:métododosmomentosemétododa

máximaverosimilhança.(Nota:Osestimadoresobtidospordiferentesmétodospodemdiferir)
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Caṕıtulo4:IntervalosdeconfiançaeTestesdehipóteses
paramétricos

Umaestimativapontualdeumparâmetronãocontéminformaçãosobreaprecisãodovalorobtido.

AvariânciaeoEQMfornecemalgumainformação.Umaformamaiscompletadeabordaraquestão

consisteemconstruirestimativasnaformadeintervaloseconheceraprobabilidadedeointervalo

conteroverdadeirovalordoparâmetro.

Umintervalodeconfiançaparaumparâmetroθ,aumńııveldeconfiança1−α,éumintervalo

aleatório(θ1,θ2)talque

P(θ1<θ<θ2)=1−α,α∈(0,1).

(Normalmenteαéumvalormuitoreduzidoporformaatermosconfiançaselevadas.)

Paracadaamostraqueseobservaobtém-se(emgeral)umintervalodeconfiançadiferenteparao

mesmoparâmetro.Quandodizemosqueumintervalotemconfiança1−αestamosadizerquese

observarmosmuitasamostrasdistintas,osintervalosqueseobtêmcontêmoverdadeirovalordo

parâmetro(1−α)∗100%dasvezes.
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µ

][

][

][

][

][

][

][

][

][

][
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IntervalodeconfiançaparaamédiaµdeumapopulaçãoNormalcomvariância

conhecidaσ
2

UmintervalodeconfiançaparaamédiaµdeumapopulaçãoNormalcomvariânciaconhecida

σ
2
,aumńıveldeconfiança1−α,édadopor

(X̄−z1−α/2
σ
√n

,X̄+z1−α/2
σ
√n

).

Quantomaiorońıveldeconfiançamaioralarguradointervalo.

Quantomaioravariância,maioralarguradointervalo,

Quantomaioraamostra,menoralarguradointervalo.
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IntervalodeconfiançaparaamédiaµdeumapopulaçãoNormalcomvariância

desconhecida

Ointervalodeconfiançaparaµquandoavariânciaéconhecidafoiderivadodofactode

X̄−µ

σ/√n
_N(0,1).

Seovalordeσédesconhecidotentamossubstitui-loporumaestimativaScouS.Qualseráentão

adistribuição(deamostragem)davariável

X̄−µ

Sc/√n
_?

T=
X̄−µ

Sc/√n
_tn−1.
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f(x)

x 0

N(0,1)

t10

t2

t1

//

OO

oo

oo

oo

oo
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UmintervalodeconfiançaparaamédiaµdeumapopulaçãoNormalcomvariânciadesconhecida,

aumńıveldeconfiança1−α,édadopor

(X̄−t1−α
2,n−1

Sc
√n

,X̄+t1−α
2,n−1

Sc
√n

),

ondet1−α
2,n−1representaoquantildeordem1−

α
2dadistribuiçãotdeStudentcomn−1graus

deliberdade.

Estesintervalostêmmaiorlarguradoqueseovalordeσ
2

fosseconsideradoconhecido,reflectindo

aincertezaacrescidapelodesconhecimentodesteparâmetro.
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X1,X2,...,Xnéumaa.a.dedimensãoncom

distribuiçãoNormal(µ,σ
2
),σconhecido.

X1,X2,...,Xnéumaa.a.dedimensãoncom

distribuiçãoNormal(µ,σ
2
),σdesconhecido.

X̄estimaµX̄estimaµeScestimaσ

X̄_N(µ,σ
2
/n)X̄_N(µ,σ

2
/n)

Z=
X̄−µ
σ/√n_N(0,1).T=

X̄−µ
Sc/√n_tn−1.

Sez1−α/2representaroquantildeordem1−α/2

deumaNormalstandard,

Set1−α
2,n−1representaroquantildeordem1−

α
2

deumatn−1,

N(0,1)

zα/2z1−α/2

α/2α/2

//
�� ;;;;;

�������

P(−z1−α/2<Z<z1−α/2)=1−α⇔

P(−z1−α/2<
X̄−µ

σ/√n
<z1−α/2)=1−α⇔

P(X̄−z1−α/2
σ
√n

<µ<X̄+z1−α/2
σ
√n

)=1−α.

tn−1

tα/2,n−1t1−α/2,n−1

α/2α/2

//
�� ;;;;;

�������

P(−t1−α
2,n−1<T<t1−α

2,n−1)=1−α⇔

P(−t1−α
2,n−1<

X̄−µ

Sc/√n
<t1−α

2,n−1)=1−α⇔

P(X̄−t1−α
2,n−1

Sc
√n

<µ<X̄+t1−α
2,n−1

Sc
√n

)=1−α.
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X1,X2,...,Xnéumaa.a.dedimensãoncom

distribuiçãoNormal(µ,σ
2
),σconhecido.

X1,X2,...,Xnéumaa.a.dedimensãoncom

distribuiçãoNormal(µ,σ
2
),σdesconhecido.

µ̂=X̄estimaµµ̂=X̄estimaµeσ̂=Scestimaσ

X̄_N(µ,σ
2
X̄)X̄_N(µ,σ

2
X̄)

σµ̂=σ/√n.σµ̂=σ/√n.

Z=
µ̂−µ

σµ̂
_N(0,1).T=

µ̂−µ

σ̂µ̂
_tn−1.

Sez1−α/2representaroquantildeordem1−α/2

deumaNormalstandard,

Set1−α
2,n−1representaroquantildeordem1−

α
2

deumatn−1,

N(0,1)

zα/2z1−α/2

α/2α/2

//
�� ;;;;;

�������

P(−z1−α/2<Z<z1−α/2)=1−α⇔

P(−z1−α/2<
µ̂−µ

σµ̂
<z1−α/2)=1−α⇔

P(µ̂−z1−α/2σµ̂<µ<µ̂+z1−α/2σµ̂)=1−α.

tn−1

tα/2,n−1t1−α/2,n−1

α/2α/2

//
�� ;;;;;

�������

P(−t1−α
2,n−1<T<t1−α

2,n−1)=1−α⇔

P(−t1−α
2,n−1<

µ̂−µ

σ̂µ̂
<t1−α

2,n−1)=1−α⇔

P(µ̂−t1−α
2,n−1σ̂µ̂<µ<µ̂+t1−α

2,n−1σ̂µ̂)=1−α.
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UmICparaµcomσconhecidoédadoporUmICparaµcomσdesconhecidoédadopor

(µ̂−z1−
α
2σµ̂,µ̂+z1−

α
2σµ̂)(µ̂−t1−α

2,n−1σ̂µ̂,µ̂+t1−α
2,n−1σ̂µ̂)
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IntervalodeconfiançaparaadiferençademédiasµX−µYdeduaspopulações

Normaiscomvariânciasconhecidasσ
2
X,σ

2
Y.

Dadasduasa.a’sindependentesX1,...,Xn,Y1,...,YmprovenientesdepopulaçõesNormaisN(µX,σ
2
X),

N(µY,σ
2
Y)respectivamente,podemosconsideraraestat́ıstica

X̄−Ȳ_N(µX−µY,
σ

2
X

n
+

σ
2
Y

m
)⇔

Z=
X̄−Ȳ−(µX−µY)

√
σ

2

X

n+
σ

2

Y

m

_N(0,1).

UmintervalodeconfiançaparaadiferençademédiasµX−µYdeduaspopulaçõesNormais

comvariânciasconhecidasσ
2
X,σ

2
Yobtidoapartirdeduasamostrasindependentes,aumńıvelde

confiança1−α,édadopor
(

X̄−Ȳ−z1−
α
2

√

σ
2
X

n
+

σ
2
Y

m
,X̄−Ȳ+z1−

α
2

√

σ
2
X

n
+

σ
2
Y

m

)

.
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IntervalodeconfiançaparaadiferençademédiasµX−µYdeduaspopulações

Normaiscomvariânciasdesconhecidas—amostrasindependentes.

Senãoconhecermosasvariânciasteremosdeassumirquesãoiguaisparapodermosobteradis-

tribuiçãoexactadasvariáveisemcausa.

UmintervalodeconfiançaparaadiferençademédiasµX−µYdeduaspopulaçõesNormaiscom

variânciasdesconhecidas,obtidoapartirdeduasamostrasindependentes,aumńıveldeconfiança

1−α,édadopor
(

X̄−Ȳ−t1−α
2,n+m−2

√
1
n+

1
m

√

(n−1)S
2
cX+(m−1)S

2
cY

(n+m−2),

,X̄−Ȳ+t1−α
2,n+m−2

√
1
n+

1
m

√

(n−1)S
2
cX+(m−1)S

2
cY

(n+m−2)

)

.
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IntervalodeconfiançaparaadiferençademédiasµX−µYdeduaspopulações

Normaiscomvariânciasdesconhecidas—amostrasemparelhadas.

Quandoqueremoscompararalocalizaçãodeduaspopulaçõescombaseemamostrasdependentes

nãosabemosespecificar(emgeral)qualadistribuiçãodadiferençadasmédiasamostrais.

Iremosconsiderarapenasasituaçãoemqueasamostrassãodependentesnamedidaemquetêma

mesmadimensãoecadaobservaçãoXidependedaobservaçãoYimasospares(Xi,Yi)e(Xj,Yj)

sãoindependentes(i6=j).Estetipodeamostraschamam-seamostrasemparelhadas.

Oprocedimentoaseguiréoseguinte:

Dadasduasamostrasaleatóriasemparelhadas(X1,...,Xn),(Y1,...,Yn)provenientesdepopu-

laccõesNormaisconsideram-seasdiferenças

Di=Xi−Yi_N(µD,σ
2
D),

ondeµDéigualàdiferençadasmédiasdaspopulaçõeseσ
2
Drepresentaavariânciadasdiferenças

Di.
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Avariável

T=
D̄−µD

ScD/√n
_tn−1

ondeScDrepresentaodesviopadrãoamostralcorrigidodasdiferenças.

UmintervalodeconfiançaparaadiferençademédiasµX−µY=µDdeduaspopulaçõesNormais

comvariânciasdesconhecidas,obtidoapartirdeduasamostrasemparelhadas,aumńıvelde

confiança1−α,édadopor
(

D̄−t1−α
2,n−1

ScD
√n

,D̄+t1−α
2,n−1

ScD
√n

)

.
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TeoremadoLimitecentral

SejaX1,X2,...,Xnumasucessãodeva’siidcomE[Xi]=µ,Var[Xi]=σ
2
,i=1,...,n.Então,

∑n
i=1Xi−nµ

σ√n
◦
_N(0,1),n→∞.

x

100 0

f(x)

,4

,3

,2

,1

0,0

n=20

n=10

n=5

n=1
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x
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Intervalodeconfiançaparaamédiaµdeumapopulaçãogenéricacomvariância

conhecidaσ
2

Dumaformageral,conhecendoavariânciadumadistribuiçãoeconsiderandoválidasascondições

doTeoremadoLimiteCentral(nelevado)

X̄∼N(µ,σ
2
/n),

peloquepodemosobteromesmointervalodeconfiançaparaµ:

Umintervalodeconfiançaaproximadoparaamédiaµdeumapopulaçãogenéricacomvariância

conhecida,σ
2
,aumńıveldeconfiança1−α,édadopor

(X̄−z1−α/2
σ
√n

,X̄+z1−α/2
σ
√n

).

Estaaproximaçãoserátantomelhorquantomaioradimensãodaamostra.
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Quandonãoseconheceavariânciaσ
2

éusualsubstiuirσporScouSeutilizaromesmointervalo.

Chama-seaatençãoqueesteprocedimentosódeveserutilizadoemgrandesamostras.

Umintervalodeconfiançaaproximadoparaamédia,µ,deumapopulaçãogenéricacom

variânciadesconhecida,σ
2
,aumńıveldeconfiança1−α,édadopor

(X̄−z1−α/2
Sc
√n

,X̄+z1−α/2
Sc
√n

).

Estaaproximaçãoserátantomelhorquantomaioradimensãodaamostra.

TestesdeHipóteses

Objectivo:Testaravalidadedeummodelo;testarseummodelomudouemrelaçãoaresultados

dopassado;testarseosmodelosparadescreverpopulaçõesdistintasdevemounãoserdiferentes.

Exemplos:•TestarseumadistribuiçãoéNormalcommédiaµ=5oucomoutramédiaµ6=5.

•TestarseadistribuiçãodapopulaçãodeondeprovêmosdadosédePoisson.
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Ashipóteses:Numtestedehipóteseshásempreduashipóteses:

HipóteseNula—H0vsHipótesealternativa—H1.
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Exemplos:

1.H0:µ=5vsH1:µ6=5.(PopulaçãoNormal)

2.H0:µ=3vsH1:µ<3.(PopulaçãoNormal)

3.H0:µ=3vsH1:µ>3.(PopulaçãoNormal)

4.H0:µ=4vsH1:µ=7.(PopulaçãoNormal)

5.H0:µ>1vsH1:µ≤1.(PopulaçãoNormal)

6.H0:µX=µYvsH1:µX6=µY.(PopulaçãoNormal)

7.H0:σ
2

=1vsH1:σ
2
>1.(PopulaçãoNormal)

8.H0:X_PoissonvsH1:X_outradistribuição.

Tiposdehipóteses:Asváriashipótesespodemsersimplesoucompostas.Umahipótese

simplesapenascontemplaumapossibilidade.

IremosapenasconsiderartestesemqueH0ésimples.

Tiposdetestes:Ostestespodemserunilateraisoubilaterais.

Sãounilateraisostestesdosexemplos2,3,4,5e7.

Sãobilateraisostestesdosexemplos1e6.



60

ArealizaçãodeumtestedehipótesesconsisteemaceitarounãoahipótesenulaH0,deacordo

comumaregradedecisãobaseadanumaestat́ıstica(daamostra).Aestaestat́ısticachama-se

estat́ısticadetesteecostuma-serepresentarporT.

Oconjuntodetodososposśıveisvaloresqueaestat́ısticadetestepodeassumirédivididoemdois

subconjuntos-regiãoderejeição(ouregiãocŕıtica)eregiãodenãorejeição.SeT

pertenceràregiãocŕıticarejeita-seH0afavordeH1.CasocontrárionãoserejeitaH0.

(DadaaincertezaassociadaaumtestedehipótesesnãosecostumadizerqueseaceitaH0,massim

quenãoserejeitaH0.)
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Tiposdeerros:

Hipóteseverdadeira

H0H1

DecisãoRejeitoH0ErrodetipoI√

dotesteNãorejeitoH0
√ErrodetipoII

P(ErrodetipoI)=αP(ErrodetipoII)=β.

TamanhodotesteouNı́veldesignificância:

α=P(ErrodetipoI)=P(rejeitarH0|H0verdadeiro).

Potênciadoteste:

1−β=1−P(ErrodetipoII)=P(rejeitarH0|H1verdadeiro).
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Oidealseriaα=β=0.Napráticaprocura-seminimizarβapósseterfixadoovalordeα

(reduzido).Estaminimizaçãobaseia-senaescolhadomelhortesteentreosconhecidos.Nós

iremosapresentarapenasosmelhorestestesparacadasituação.Notarqueaoaumentarmosa

dimensãodaamostraconseguimosreduzirβ,paraumαfixo.

Sócomumahipótesenulasimpleséquepodemospredefinirα.Seahipótesenulaforcomposta

teremos´umvalordeαparacadavalorposśıveldoparâmetroemH0.Deigualforma,βassume

podeassumirdiferentesvaloresseahipótesealternativaforcomposta.Nestecasodizemosque

temosumafunçãopotênciaenãoapenasumapotência.

x

−1

�

µ0

1−β(x)

//

OO
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p-valuedotesteéaprobabilidadedeobservarumvalordaestat́ısticadetestetantooumais

afastadoqueovalorobservadonaamostra,assumindoqueH0éverdadeira.Equivalentemente

podemosdefinirop-valuecomosendoomenortamanhodotestequeconduzàrejeiçãodeH0,

paraumadadaamostraobservada.Op-valueémuitoutilizadoquandosefazemtestesde

hipótesesatravésdesoftwareestat́ıstico.

•Quandoaregiãoderejeiçãoéda

formaT>c(rejeitarparavalores

elevadosdaestat́ısticadeteste),op-

valueéigualaP(T>tobs|H0).

fT(x)
∣

∣

∣

H0

tobs

//

p-value

²²

•Quandoaregiãoderejeiçãoéda

formaT<c(rejeitarparavalores

reduzidosdaestat́ısticadeteste),o

p-valueéigualaP(T<tobs|H0).

fT(x)
∣

∣

∣

H0

tobs

//

p-value

ÄÄÄ
Ä
Ä
Ä
Ä
Ä
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•QuandoaregiãoderejeiçãoédaformaT<c1ouT>c2(comigualprobabilidadeparaos

doiscasos),op-valueéiguala






2P(T<tobs|H0)setobsforreduzido

2P(T>tobs|H0)setobsforelevado
.

Dizerquetobséreduzido(elevado)significadizerqueaestimativaqueseobtémparaoparâmetro

atestaréinferior(superior)aovalorespecificadoemH0.

fT(x)
∣

∣

∣

H0

tobs

//

1

2p-value

²²

1

2p-value

xxp
p
p
p
p
p

fT(x)
∣

∣

∣

H0

tobs

//

1

2p-value

²²

1

2p-value

xxp
p
p
p
p
p
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Procedimentosparaarealizaçãodeumtestedehipótesesdetamanhoα:

1-Procedimentocombasenaregiãoderejeição

1.IdentificaroparâmetrodeinteresseeespecificarashipótesesH0,H1.

2.Escolherumaestat́ısticadeteste,T,comdistribuiçãoconhecida(admitindoqueH0éver-

dadeira).

3.Identificararegiãoderejeição.

4.CalculartobsqueéovalorqueTassumeparaosdadosobservados.

5.Tomarumadecisão.

6.Concluir.
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2-Procedimentoalternativocombasenosintervalosdeconfiança(válidoapenas

paratestesbilaterais)

1.IdentificaroparâmetrodeinteresseeespecificarashipótesesH0,H1.

2.Construirumintervalodeconfiançaparaoparâmetro.

3.RejeitarH0seovalordoparâmetroespecificadoemH0nãopertenceraointervalodeconfiança.

(Ointervalodeconfiançafornecearegiãodenãorejeiçãodoteste.)
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3-Realizaçãodeumtestecombasenop-value(útilemaplicaçõescomputacionais)

1.IdentificaroparâmetrodeinteresseeespecificarashipótesesH0,H1.

2.Escolherumaestat́ısticadeteste,T,comdistribuiçãoconhecida(admitindoqueH0éver-

dadeira).

3.Identificaraformadaregiãoderejeiçãosemespecificarvalorescŕıticos.

4.Determinartobsparaaamostraemcausa.

5.Determinarop-valuedoteste

RejeitarH0sep-value<α.

NãorejeitarH0sep-value≥α.

6.Concluir.
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Procedimentoparatransformaçãodep-valuesbilateraisemunilaterais.

Porvezesosoftwareestat́ısticoapenasfornecep-valuebilaterais.Seotesteemcausaforunilateral

háquesabertransformarop-value.

•sea(s)amostra(s)aponta(m)nosentidodahipótesealternativadeve-sedividirop-valuepor2

etomaressevalorcomoop-valuedotesteunilateral,p-valueuni=p-valuebil/2;

•sea(s)amostra(s)nãoaponta(m)nosentidodahipótesealternativa,entãoop-valuedoteste

unilateraléigualap-valueuni=1−p-valuebil/2.
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Escolhadeestat́ısticasdetestesemPopulaçõesNormais

1.Testeparaamédiaµ,variânciaconhecida,H0:µ=µ0.

T=
X̄−µ0

σ/√n
_

sobH0

N(0,1)

2.Testeparaamédiaµ,variânciadesconhecida,H0:µ=µ0(SPSS).

T=
X̄−µ0

Sc/√n
_

sobH0

tn−1

3.Testesparaacomparaçãodemédias,H0:µX−µY=0

•variânciasconhecidas(amostrasindependentes).

T=
X̄−Ȳ
√

σ
2

X

n+
σ

2

Y

m

_
sobH0

N(0,1)
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•variânciasdesconhecidas(amostrasindependentes)(SPSS).

T=
X̄−Ȳ

√
1
n+

1
m

√

(n−1)S
2
cX+(m−1)S

2
cY

(n+m−2)

_
sobH0

tn+m−2

•variânciasdesconhecidas(amostrasemparelhadas)(SPSS).

T=
D̄

ScD/√n
_

sobH0

tn−1.
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4.TesteparaavariânciaH0:σ
2

=σ
2
0.

T=
(n−1)S

2
c

σ2
0

_
sobH0

χ
2
n−1.

5.TesteparaodesviopadrãoH0:σ=σ0.

Efectua-seotesteparaavariânciacorrespondente.

6.TesteparaacomparaçãodevariânciasH0:σ
2
X/σ

2
Y=1(amostrasindepen-

dentes)(SPSSnoutrasanálises,porexemploANOVA).

T=
S

2
cX

S2
cY

_
sobH0

F(n−1),(m−1).
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TestesdehipótesesempopulaçõesqueverificamoTLC

Testesparaamédiaµ

TeoremadoLimitecentral

SejaX1,X2,...,Xnumasucessãodeva’siidcomE[Xi]=µ,Var[Xi]=σ
2
,i=1,...,n.Então,

∑n
i=1Xi−nµ

σ√n
=

X̄−µ

σ/√n
◦
_N(0,1),n→∞.
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x
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f(x)
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Exemplo:somadev.a.’sGeométricas
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x
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Exemplo:v.a.’sdePoisson
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Seja(X1,···,Xn)umaa.a.provenientedeumapopulaçãoXcomdeterminadafunçãodedis-

tribuiçãoF(cujaformaanaĺıticaédesconhecida)commédiaµevariânciaσ
2
.

Como
X̄−µ
σ/√n

◦
_N(0,1)aconstruçãodeumICourealizaçãodeumtestedehipótesessãoper-

feitamenteanálogasaorealizadoemcontextoNormal.Noentanto,apenaspodemosdizerquea

confiançadointervaloéaproximadamente1−αouqueotamanhodotesteéaproximadamente

α∈(0,1).

NumtestedehipótesescomH0:µ=µ0

aestat́ısticadetesteautilizaré

T=
X̄−µ0

σ/√n
◦
_

sobH0

N(0,1)ou
X̄−µ0

Sc/√n
◦
_N(0,1)

OSPSSnãorealizaestestestesmas,comoparanelevado(>>100)osquantisdatdeStudent

confundem-secomosdaNormalstandard,podemosutilizarotestefornecidopeloSPSS(one-sample

Ttestou2-samplesTtest)comoalternativa.



76

Testesnãoparamétricos

Testesnãoparamétricossãotestesdehipótesesquenãorequeremmuitospressupostossobrea

distribuiçãosubjacenteaosdados.

•Vantagensdostestesnãoparamétricos:

–Seadimensãodaamostraémuitopequena,podenãohaveralternativasenãoorecursoa

testesnãoparamétricos,anãoserqueadistribuiçãoexactadapopulaçãosejaconhecida.

–Ostestesnãoparamétricosrequeremusualmentepoucospressupostosacercadosdadose

podemsermaisrelevantesparaumadeterminadasituaçãoprática.

–Estãodispońıveistestesnãoparamétricosparaanalisardadoscomumaordeminerentebem

comodadoscujosvaloresnuméricosseequiparamaranks.Istosignificaque,poderáser

posśıvelafirmarqueapresençadedeterminadacaracteŕısticaseacentuamaisoumenos

numindiv́ıduodoquenoutrosemsernecessárioquantificar“quãomaisoumenos”.

–Osmétodosnãoparamétricospodemseraplicadosadadoscategorizados,ouseja,quesão

medidosnumaescalanominal.Nenhumatécnicaparamétricaseaplicaataisdados.
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•Desvantagensdostestesnãoparamétricos:

–Setodosospressupostosdeummodeloestat́ısticoparamétricoforemsatisfeitoseashipóteses

deinteressepuderemsertestadasusandotestesparamétricos,estesgozarãodepreferência

sobretestesnãoparamétricosporseremmaispotentes.

–Aocontráriodostestesparamétricosquetêmsidosistematizadosdetalmodoquetestes

diferentessãosimplesmenteumavariaçãodeumtemacentral,ostestesnãoparamétricos

sãoalicerçadosempropriedadesemṕıricas.

•TestesnãoparamétricosnoSPSS-menuAnalyse/NonparamentricTests

Semprequeposśıveldeveseleccionar-seaopçãoexactcomumtempodeexecuçãolimitado

(1minuto)poiscasocontrárioamaioriadostestesserãoefectuadosatravésdedistribuições

aproximadas.
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Sub-menusdisponibilizados:

Qui-squaredTesteparadadoscategóricosouagrupadosemclasses.

BinomialTesteaumaproporção.

RunsTestedealeatoridadedesequências.

1-SampleKSTestedeajustamentoparaaveriguarseapopulaçãodeondeforamretirados

osdadostemdeterminadadistribuição(porexemploNormal).

2IndependentSamplesAlternativaaotestetparacomparaçãodemédiasemamostras

independentes(Mann-WhitneyU)eoutrostestesdiferentes.

KIndependentSamplesAlternativaàANOVAaumfactorclássica(Kruskal-Wallis)

eoutrostestes.

2RelatedsamplesAlternativasaotestetparacomparaçãodemédiasemamostrasempar-

elhadas(SignTesteWilcoxon)eoutrostestesdiferentes.

KRelatedSamplesAlternativaàANOVAaumfactorcomobservaçõesrepetidas(Friedman)

eoutrostestes.
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TesteBinomial

Serveparatestarseaproporçãodeindiv́ıduos(napopulação)comdeterminadacaracteŕısticaé

significativamentediferente(ousuperiorouinferior)aumcertovalorp0(0<p0<1).

H0:p=p0vsH1:p

>

<

6=p0,

Estat́ısticadeteste:Numaamostradedimensãoncontam-seosindiv́ıduoscomareferidacarac-

teŕıstica,X.

X_
sobH0

B(n,p)
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Binomial Test

<= 6011,69,7,550a

> 605,7
161,0

Group 1
Group 2
Total

Idade em anos
CategoryN

Observed
Prop.Test Prop.

Exact Sig.
(1-tailed)

Alternative hypothesis states that the proportion of cases in the first group < ,7. a. 

Binomial Test

Masculino9,56,50,804
Feminino7,44

161,00

Group 1
Group 2
Total

Sexo
CategoryN

Observed
Prop.Test Prop.

Exact Sig.
(2-tailed)

Quandoaproporçãoemtesteé0.5oSPSSforneceop-valuebilateral.Casocontrárioforneceo

unilateraleespecificaqualahipótesesalternativa.
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Testedossinais

Estetesteserveparatestarvaloresdequantisdeumdistribuição.

H0:xp=x0vsH1:xp

>

<

6=x0,

Emgeralutiliza-separaoquantil0.5,ousejaparaamedianaepassaaserumaalternativanão-

paramétricaaotestetparaamédiaoucomparaçãodemédias(amostrasemparelhadas).

H0:µ=µ0vsH1:µ

>

<

6=µ0,

Ospressupostosdotestesãoosseguintes:

•Osdadosdispońıveisparaanáliseconstituemumaamostraaleatóriadenobservações,X1,...,Xn;

•Avariáveldeinteresseémedidanumaescalaqueseja,pelomenosordinal;

•Af.d.FdapopulaçãoXécont́ınua(paragarantirqueoquantilxpéumvalorúnico).Este

pressupostoéporvezescontornado.
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NoSPSS,estetestesurgeapenasparaamedianaeparaamostrasemparelhadas.

Frequencies

11
5
0

16

Negative Differencesa

Positive Differencesb

Tiesc

Total

MED80 - Peso inicial
N

MED80 < Peso inicial a. 

MED80 > Peso inicial b. 

Peso inicial = MED80 c. 

Test Statisticsb

,210a

,105
,067

Exact Sig. (2-tailed)
Exact Sig. (1-tailed)
Point Probability

MED80 -
Peso inicial

Binomial distribution used. a. 

Sign Test b. 
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Testeparaamedianaµ-Wilcoxonsigned-ranktest

Testeparaamedianaoucomparaçãodemedianasemamostrasemparelhadas.(NoSPSSesteteste

sóapareceparacomparaçãodeduasamostrasemparelhadas.)

Pressupostos:

•Osdadosdispońıveisparaanáliseconstituemumarealizaçãodeumaa.a.;

•Avariáveldeinteresseémedidanumaescala,pelomenos,ordinal;

•Af.d.FdapopulaçãoXécont́ınuaesimétricarelativamenteàsuamediana.

Nota:Seadistribuiçãoforsimétricaetivermédiafinitaamedianaéigualàmédia.

H0:µ=µ0vsH1:µ

>

<

6=µ0(umaamostra)

H0:µD=0vsH1:µD

>

<

6=0(duasamostrasemparelhadas)

ondeµD=µ−µ0.
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Ranks

11a9,91109,00
5b5,4027,00
0c

16

Negative Ranks
Positive Ranks
Ties
Total

MED80 - Peso inicial
NMean RankSum of Ranks

MED80 < Peso inicial a. 

MED80 > Peso inicial b. 

Peso inicial = MED80 c. 
Test Statisticsb

-2,121a

,034
,032
,016
,001

Z
Asymp. Sig. (2-tailed)
Exact Sig. (2-tailed)
Exact Sig. (1-tailed)
Point Probability

MED80 -
Peso inicial

Based on positive ranks. a. 

Wilcoxon Signed Ranks Test b. 
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Testeparaacomparaçãodemedianas(amostrasindependentes)-Mann-Whitney

U,ouWilcoxonrank-sumouWilcoxonMann-Whitneytest

H0:µX−µY=0vsH1:µX−µY

>

<

6=0

Pressupostosdoteste:

•Avariáveldeinteresseémedidanumaescalasuscept́ıveldeserordenadacomsubsequente

atribuiçãodeordensouranks.

•Osdadosdispońıveisparaanálisesãocompostosporumarealizaçãodeduasa.a.’sprovenientes

deduaspopulaçõesdeinteresse.

•Asduasamostras,(X1,...,Xn)e(Y1,...,Ym),sãoindependentes.

•Asf.d.’sdaspopulaçõesXeYsãocont́ınuas.

•Asdistribuiçõesnagénesedasamostrassãoidênticasnoquerespeitaàforma.Todavia,nãoé

imperativoquesejamnormais.
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Ranks

912,00108,00
74,0028,00

16

Sexo
Masculino
Feminino
Total

Peso inicial
NMean RankSum of Ranks

Test Statisticsb

,000
28,000
-3,339

,001
,000a

,000
,000
,000

Mann-Whitney U
Wilcoxon W
Z
Asymp. Sig. (2-tailed)
Exact Sig. [2*(1-tailed Sig.)]
Exact Sig. (2-tailed)
Exact Sig. (1-tailed)
Point Probability

Peso inicial

Not corrected for ties. a. 

Grouping Variable: Sexo b. 
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Testedeajustamento-testedeKolmogorov-Smirnov

Pressupostosdoteste:aamostraprovémdeumadistribuiçãocont́ınua.

H0:F(x)=F0(x),paratodooxvsH1:F(x)6=F0(x),paraalgumx

Estat́ısticadeteste:

D=sup
x∈R

|Fn(x)−F(x)|
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One-Sample Kolmogorov-Smirnov Test

16
89,98

15,183
,156
,156

-,138
,625
,830
,775
,000

N
Mean
Std. Deviation

Normal Parametersa,b

Absolute
Positive
Negative

Most Extreme
Differences

Kolmogorov-Smirnov Z
Asymp. Sig. (2-tailed)
Exact Sig. (2-tailed)
Point Probability

Peso inicial

Test distribution is Normal. a. 

Calculated from data. b. 



89

TestedeKolmogorov-Smirnovparaduasamostras

Hipóteses:

H0:FX(x)=FY(x),paratodooxvsH1:FX(x)6=FY(x),paraalgumx

Estat́ısticadeteste:

D=max
x∈R|FX,n(x)−FY,m(x)|



Associaçãoentrevariáveis

Questõesdeinteresse:

Seráqueduasvariáveissãoindependentesoupelocontráriodependentes?Eseforemdependentes,

qualotipoegraudedependência?

Medirograudedependênciaémaisambiciosodoquesimplesmentetestaraexistênciadealguma

associaçãoentrevariáveis.Éobviamentedeinteressepodermedirograudeassociaçãoentredois

conjuntosdeobservaçõesobtidosapartirdeumdadoconjuntodeunidadesexperimentais(in-

div́ıduosporexemplo).Mas,talvezsejamaisimportantepodermosdizerseumacertaassociação

observadanosdadosindicaounãoumaassociaçãonapopulaçãodeondeforamretirados.

Formasdeassociaçãoentrevariáveisnuméricas:lineares,exponenciais,logaŕıtmicasouquadráticas.
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Primeiropasso:construçãodediagramasdedispersão.

Quandoduasvariáveissãoindependentes,odiagramadedispersãorespectivoapresentaumamancha

depontosaleatória(ouquandomuito)umconjuntodepontosdispostossobreumarectahorizontal.

0,005,0010,0015,0020,00

x

0,00

2,00

4,00

6,00

8,00

yind

0,005,0010,0015,0020,00

x

-30,00

-20,00

-10,00

0,00

10,00

20,00

30,00
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Searelaçãoentreduasvariáveisforlinear,aoconfrontarmosduasamostrasnumdiagramadedis-

persãodevemosesperarobservarumconjuntodepontosquesedispõemaproximadamentesobre

umarecta.Porvezesosdesviosemrelaçãoàrectasãomı́nimos,masnoutrasospontosapresentam

bastantedispersãotornandodif́ıcilaidentificaçãodaditarelaçãolinear.
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x
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20,00

30,00

40,00

ylinear1

0,005,0010,0015,0020,00
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-20,00
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20,00

40,00

60,00

ylinear2
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Segundopasso:calcularmedidasdeassociação.

Últimopasso:realizarumtestedehipótesesparaaveriguarseosvaloresdasmedidasdeassociação

observadosnosdadossãosignificativos,ousejasepodemosestatisticamenteconcluirafavordeuma

associaçãonapopulação.

Medidasdeassociaçãoparadadosnuméricosouordinais

NoSPSSoscoeficientesdeassociação(correlação)paradadosnuméricosouordinaispodemser

obtidoatravésdomenuAnalyse/Correalte/Bivariate.



95

Nestemenupodem-seseleccionarmaisdoqueduasvariáveis,casoemqueoSPSSforneceuma

tabeladecorrelaçõesparatodasascombinaçõesdeparesdevariáveis.OSPSSfornecetambémo

p-valuedostestesaosignificadodoscoeficientes,paracadapardevariáveis.
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1-OcoeficientedecorrelaçãodePearson(Pearsonproduct-momentcorrelation

coefficient)

Dadasduasamostrasdeobservaçõesmedidasnumaescaladeintervalosourazões,podemosmedir

ograudeassociaçãolinearatravésdaestat́ıstica

r=

∑n
i=1(xi−x̄)(yi−ȳ)

√∑
n
i=1(xi−x̄)2

√∑
n
i=1(yi−ȳ)2

.

rpertenceaointervalo[−1,1].Ser=1temosumarectaperfeitacomdeclivepositivo.Ser=−1

temosumarectaperfeitacomdeclivenegativo.Seasvariáveissãoindependentesr'0.

Umainterpretaçãousual:r
2

medeapercentagemdevariabilidadedeumadasvariáveisexplicada

pelaoutra.
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Podemostestarseduasvariáveissãocorrelacionadasatravésdashipóteses:

H0:ρ=0vsH1:ρ6=0

ondeρrepresentaocoeficientedecorrelaçãodapopulaçãoondeforamretiradososdados.

Pressupostosdoteste

1.ambasaspopulaçõesdeondeforamretiradosasamostrastêmdistribuiçãoNormal,

2.arelaçãoentreasvariáveisédeformalinear,casoexista.

NoSPSSocoeficientedePearsonpodeserobtidoatravésdomenuAnalyse/Correalte/

Bivariate.
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2-OcoeficientedecorrelaçãodeSpearman(Spearmanrank-ordercoefficient)

Aplica-seaduasvariáveismedidasapenasnumaescalaordinal,ouqueapresentamumarelaçãonão

linearmasmonótona(seumaaumentaaoutratemsempretendênciaaaumentar(ouadiminuir)).

Aplica-seaindaquandonãosãosatisfeitososrequisitostotesteaocoeficientedePearson(variáveis

nãoNormais).

Dadasduasamostrasdeobservaçãoordenáveis,substitui-secadaumdosseusvalorespelasuaordem

deordenação,eminglêsrank.OcoeficientedeSpearmannãoémaisdoqueocoeficientedePearson

aplicadoaosranks.

rs=1−
6
∑n

i=1d
2
i

n3−n
ondedirepresentaadiferençaderankscorrespondentesacadapardeobservaçõesxi,yi.

TalcomonocasodocoeficientedePearsonéposśıveltestarashipóteses

H0:ρ=0vsH1:ρ6=0.

TalcomoparaocoeficientedePearson,noSPSSocoeficientedeSpearmanpodeserobtidoatravés

domenuAnalyse/Correalte/Bivariate.
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3-OcoeficientedecorrelaçãodeKendall

UmaalternativaaocoeficientedeSpearmanéocoeficientedeKendall(Kendall’staucoeffficient)

queseaplicanasmesmascondições.

Umadiferençamuitoimportanteentreosdoiscoeficientes(KendalleSpearman)residenasuain-

terpretaçãoenaimpossibilidadedecomparardirectamentevaloresprovenientesdeambos.Embora

oobjectivocomumsejaodemedirassociação,aformadeofazerédistinta.

OcoeficientedeKendallémuitasvezesdescritocomoumamedidadeconcordânciaentredois

conjuntosdeclassificaçõesrelativasaumconjuntodeobjectosouexperiências.

T=
#concordâncias−#discordâncias

númerototaldepares

TalcomoparaoscoeficientesdePearsoneSpearmanéposśıvelefectuarumtestedehipótesespara

averiguarseaassociaçãoésignificativa.

NoSPSSocoeficientedeKendallpodeserobtidoatravésdomenuAnalyse/Correalte/

Bivariate.
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Medidasdeassociaçãoparadadoscategóricos

Dadosapresentadosemtabelasdecontingência.Porexemplo:

Patologia

SexoPresenteAusenteTotal

Feminino302050

Masculino153550

Total4555100

Asmedidasdeassociaçãoerespectivostestesdehipótesesparadadosorganizadosemtabelasde

contingênciaestãodispońıveisnoSPSSatravésdomenuAnalyze/DescriptiveStatistics

/Crosstabs.

PrimeiramenteháqueintroduzirosdadosdatabeladecontingênciaeseleccionaromenuData

/Weightcasesporformaaatribuirpesoscorrespondentesàsfrequênciasobservadasparacada

célula.
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1-Otestedoχ
2

H0:asvariáveissãoindependentesvsH1:asvariáveissãodependentes.

Estat́ısticadeteste:

X
2

=
∑

todasascélulas

(Oi−Ei)
2

Ei
,

ondeEirepresentaafrequênciaesperadaeOiaobservada.

Quandoonúmerodeobservaçõeséelevadoadistribuiçãodaestat́ısticaX
2

éaproximadamentea

doχ
2

edáıonomedoteste.

Rejeita-seahipótesedeindependênciaentreasvariáveisquandoovalordaestat́ısticadeteste

ésuperioraumcertovalorcŕıtico(reflectindograndesdesviosentreasfrequênciasobservadase

esperadas).
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Resumindo:

Otestedoχ
2

aplica-sesemprequequisermosaveriguaraexistênciadedependênciaentreduas

variáveisdetipocategórico.

Requisitosdoteste:Asfrequênciasesperadasemcadaclassenãodevemserinferioresa5

unidadessemprequeonúmerototaldeobservaçõesén≤20.Sen>20nãodeveráexistirmais

doque20%dascélulascomfrequênciasesperadasinferioresa5nemdeveráexistirnenhumacélula

comfrequênciaesperadainferiora1.

Inconvenientesdoteste:

1.Umavezqueadistribuiçãodaestat́ısticadetesteéapenasaproximada(assintótica),para

amostraspequenasovalordop-valuepoderáconterumerroapreciável.Nocasodetabelas

2×2esemprequen≤20deve-serecorreraotestedeFisherquefornecevaloresexactos

paraosp-valuesdoteste.

2.Devidoànaturezadiscretadacontagemdasfrequênciasovalordaestat́ısticadoχ
2

vem

acrescidadeumerro.Nocasodetabelas2×2deve-seutilizarumacorrecçãoàcon-

tinuidade(fornecidapeloSPSS).
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Inconvenientesdaestat́ısticadoχ
2
enquantomedidadeassociação

Aestat́ısticaX
2

utilizadanotestedoχ
2

éumamedidadeassociaçãoentreduasvariáveisjáque

assumevalorespróximosdezeroquandoasvariáveissãoindependentesevaloreselevados(positivos)

quandoexistedependência.Noentanto,aocontráriodoqueaconteciacomoscoeficientesde

assimetria,estamedidanãoestálimitadaaointervalo[0,1]eoseuvalormáximodependedo

númerototaldeobservações.
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Coeficientesdeassociaçãoparadadoscategóricosqueseassemelhamaoscoefi-

cientesdecorrelação:

1-OcoeficientedeCramér

OcoeficientedeCraméréumamedidadeassociaçãoentreduasvariáveismedidasnumaescala

categórica.Portantopodeseraplicadoemsituaçõesondeainformaçãoseencontradistribúıdapor

categoriasnominaisnãoordenáveis.

C=

√

X2

n(l−1)

ondenrepresentaonúmerototaldeobservações,lrepresentaomı́nimoentreonúmerodelinhas

ecolunasdatabeladecontingência,eX
2

éovalordaestat́ısticadotestedeχ
2
.

ApartirdovalordocoeficientedeCramértambéméposśıvelefectuarumtesteàshipóteses

H0:asvariáveissãoindependentesvsH1:asvariáveissãodependentes.
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VantagensdocoeficientedeCramér:

oseuvalorestálimitadoaointervalo[0,1].

quandoasvariáveissãototalmenteindependentesC=0.

quantomaioraassociaçãomaiorovalordocoeficiente.

ocoeficientepodeserdeterminadoemsituaçõesondemaisnenhumcoeficiente(dosjáexpostos)

podeseraplicado.

aocontráriodaestat́ısticaX
2
,ocoeficientepodeseraplicadoparacomparartabelasdecontingência

dedimensãodiferenteoubaseadasemamostrasdedimensãodiferente.

Desvantagensdocoeficiente:

quandoC=1podenãohaverassociaçãoperfeitaentreasduasvariáveis.Aassociaçãosóéperfeita

seonúmerodelinhasforigualaonúmerodecolunas.

ocoeficientedeCramérestásujeitoaosmesmospressupostosdotestedoqui-quadradosepreten-

dermostestaroseusignificado.
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estecoeficientenãodevesercomparadodirectamentecomoutros.Seosdadosforemordinais

podemoscalcularocoeficientedeCramérmasnãodevemoscomparardirectamenteoseuvalor

comovalordocoeficientedePearson.Emboraocoeficienteaumentecomograudeassociaçãoas

diferençasnamagnitudenãotêmumainterpretaçãodirecta.

2-OcoeficienteΦ

OcoeficienteΦémuitosemelhanteaocoeficientedeCramérefoipropostoinicialmenteapenaspara

tabelasdecontingência2×2.Nestecasootestedeindependênciaquesepodeefectuarpodeser

baseadonotesteexactodeFisherfornecendovaloresmaisexactosqueosdocoeficientedeCramér.

Paratabelas2×2comconteúdorepresentadopelasletras
AB

CD
ocoeficienteédadopor

Rφ=|AD−BC| √

(A+B)(C+D)(A+C)(B+D)

Seretirarmosomódulodonumeradorobtemosumcoeficientequepodeassumirvaloresnegativos

detectandoassimumsentidonaassociaçãoentreasduasvariáveis.

Noquerespeitaavantagensedesvantagensdocoeficiente,elassãoidênticasàsdocoeficientede

Cramér.


