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MODELACAO DO MOVIMENTO DAS ASAS DE GAFANHOTOS
VIA POLINOMIOS DE FOURIER
(Relatorio de uma experiéncia pedagogica)
Antonio Caetano
Departamento de Matematica, Universidade de Coim bra”

0. Tive a sorte de ter sido convidado para orientar o grupo de trabalho de
Matematica do VI Encontro Juvenil de Ciéncia (E.J.C.), que decorreu em Coimbra de
4 a 16 de Setembro de 1988. Digo sorte pois proporcionou-me assim viver uma
experiéncia que ja ambicionava ha algum tempo ter, nomeadamente a de leccionar
Jora-da-/lef no sentido em que ndo tive que cumprir ordens dadas por outrem. Havia,
¢ claro, uma linhas directrizes a seguir, mas estas ndo me tiraram a liberdade de
movimentos, ja que estavam essencialmente de acordo com o que pretendia fazer.

Sabia de antemdo que os constituintes do grupo de trabalho tinham sido ou iriam
ser seleccionados por um processo que de algum modo avaliava as suas capacidades
cientificas, que seriam entre quatro a seis elementos e que as suas idades estariam
em principio na faixa dos dezasseis aos dezoito anos, correspondendo portanto aos
102, 112 ou 122 anos de escolaridade. Sabia tambem que estariam no grupo de
trabalho de Matematica porque tinham gosto por esta disciplina. De facto tudo isto se
concretizou como previsto a excepgdo do facto de um dos participantes estar no
grupo porgue ndo tinha tido lugar no de Quimica, de modo que € natural que este nao
se tenha sentido muito feliz durante as sessoes. Estas foram em numero de trés, cada
uma durando sensivelmente trés horas.

Foi muito importante saber o tipo de publico a que me 1na dirigir, e toda a minha
preparagéo previa para o Encontro foi largamente influenciada por isso. Lembro-me
que, na altura, no ambito do meu trabalho na Universidade, precisei de estudar series
de Fourier, assunto a que nao fora submetido durante os anos da Licenciatura, e tive
a ideia de, de certo modo, matar dois coelfios com uma cajadada sq apresentando no
grupo de trabalho algo relacionado com esse tema. Apesar de ndo constar do
programa da Licenciatura em Matematica em Coimbra, ndo achei que fosse um
assunto assim tdo dificil que ndo pudesse ser abordado (de um modo muito
elementar, evidentemente) por individuos que tivessem apenas completado o 92 ano
de escolaridade. Havia alguns obstaculos a transpor, é claro, pois estava consciente
gue os participantes do grupo de trabalho ndo sabiam, em principio, calcular
integrais, assim como também ndo deviam saber calcular primitivas nem derivadas;
e, pelo meu lado, ndo estava particularmente interessado em perder tempo a ensinar-
fhes todas essas coisas quando havia outras bem mais interessantes para fazer.

Sendo vejamos:

Logo nas primeiras paginas de |4] (ver bibliografia no fim) se refere que a
aproximacao por polinomios de Fourier pode levar a obtencéo de um grafico, que se-
ajuste melhor do que o apresentado nesse livro, para representar a funcdo que
relaciona tempo com a posicao das asas de um gafanhoto do deserto. Como havia algo

* Presentemente (6/89) equiparado a bolseiro (1) na Universidade de Sussex, Inglaterra.



suspeito no modo como as coisas eram apresentadas em [4], referi-me a bibliografia
a1 indicada: [3]. Neste outro livro deparei tambéem com algumas coisas que ndo me
pareceram totalmente correctas, de modo que fui mesmo & fonte original: [5]. Em
nenhum destes trés documentos & concretizada a ideia indicada em [4] quanto a
aproximacdo através da soma de varias fungdes trigonomeétricas, embora este mesmo
caminho seja também apontado em [3]. Assim, por um lado, eu proprio comecei a
ficar com curiosidade de saber mais; por outro lado, esta motivagao pescadafora da
Matematica pareceu-me ser suficiente para despertar a atencio inicial da audiéncia.

Nao foi facil preparar este tema para as sessées do grupo de trabalho. Para isso
foram necessarias varias outras sessdes de trabalho a estudar sozinho e a imaginar os
melhores caminhos a seguir. Repare-se que ndo basta (ou pelo menos eu nido me
sentiria feliz se fizesse isso) encarar a audiéncia e dizer: "Este é o graflco do
gafanhoto. Achem uma formula para ele usando somas de senos e co-senos’. Fu
queria antes que os participantes (participassem!) chegassem aos polinomios de
Fourier de uma forma natural, e para isso era necessario que primeiro que tudo eu
estivesse receptivo as 1delas que eles tivessem para resolver o problema. De modo
que parte da minha preparacdo foi ficar sentado numa cadeira a espera que me
viessem a cabega as ideias que eles poderiam ter, a comegar pelas mais simples
(tenho a impressdo que estas foram as que apareceram no fim!), Depois tive que
testar essas ideias e comparar os resultados com os que vinham da aproximacaio por
somas de senos e co-senos ponderadas pelos coeficientes que eu sabia serem os
convenientes. Digamos que prepares o meu improvisq para nado ser apanhado de
surpresa durante as sessdes. Se n3o se quer um ensino preponderantemente dirigido
€ necessario haver uma preparagio da parte do professor para o que der e vier —
caso contrario acaba por ser o professor o ' dirigido. Alternativamente ou
complementarmente a esta preparagdo prévia pode-se usar a capacidade de
improviso na altura, 0 que pode resultar desde que se conhe¢a muito bem o assunto
que se esta a tratar.

E talvez conveniente referir que, atendendo a que se tratou de uma primeira
abordagem ao assunto, os conceitos e propriedades matematicos usados ndo foram
estabelecidos com rigor. Nesta fase apelo mais para a convicgdo das pessoas do que
para a logica intrinseca das coisas. Isto tem alem do mais a vantagem de nio quebrar
demasiado o ritmo a que a investigacio do problema deve decorrer de modo a que o
interesse da audiéncia ndo esmoreca.

Antes de comecar, uma palavra aos leitores mais exigentes. Sou preguicoso por
natureza, de modo que tenho uma tendéncia enorme para usar abusos de linguagem,
como por exemplo identificar fungdes com os seus graficos e formulas. Espero que
isto seja desculpavel, tanto mais que fiz um esforgo para ndo abusar desses abusos.

1. Na primeira sessdo comecei por expér o problema que pretendia por a
consideracdo dos participantes, fazendo varios esquemas do gafanhoto no quadro e
explicando como eram feitas as medigdes (para uma descricdo completa da
experiéncia de Zoologia que tomei como motivacio — onde o gafanhoto estava
pendurado & saida de um tunel de ar e batia as asas ao sentir o vento passar,
simulando assim o véo natural —, aconselho o leitor a consultar o artigo [5], que
contém em particular varias figuras elucidativas). Em seguida entreguei-thes os
dados relevantes obtidos experimentalmente e que se encontram essencialmente na
p. 494 de [5]. Na fig. | pode ver-se uma reproducio dessa pagina. Temos assim:



494 T. WEIS-FOGH ON THE

(a) Standard stroke (figure II, 20)
The standard stroke was defined as the average stroke of a standard Schistocerca which

lifted its basic weight 4-10% and flew with a forward speed v=3-510-1 mfs at a body
angle B=7-1° In this case the stroke parameters amounted to:

N=1040 strokes/min,

b= 3341°,
by= 29+1°,
Py= 6842°,
$,=11041°.
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Ficure 11, 20. The standard wing stroke of Schistocerca gregaria. The radius of the markings is equal
to the standard error of the mean readings along both axes. Typical wing positions are shown
above the curve and were drawn from slow-motion films, the abscissa referring to a point mid-
ways between the two pairs of wings. The cross-lines on the forewings are thin hairs which
indicate the twisting of the wing plane; flap of the forewings is seen. The wing tips arc marked by
black dots. See also figure I1, 15. The small degree of scatter is most striking. 0, hindwings, Va3
®, forewings, ;.

The angular movements were calculated from ¥, ¢ and the relative time measurements
given in figure II, 15. The resulting standard curve is shown in figure II, 20, which
represents an important result of the kinematic analysis. The standard errors along both
axes are shown by the radius of the circular markings. The ordinate shows the positional
angle 7' in radians and the abscissa the corresponding time in ms, beginning when the
hindwings pass the middle position on the upstroke. The forcwings are represented by

FIGURA 1



Erequencia da batida das asas = 1040 batidas/minuto (define-se uma batids

de asas como sendo um ciclo completo no movimento das asas, isto €, «
movimento das asas desde uma certa posicdo destas em relagdo ao corpo ‘do
animal ate ao instante em que essa posicdo volta de novo a ser atingida);

Relativamente aos graficos da fig. 1, a ordenada mostra o angulo posicional (isto €,
a amplitude entre a posicao das asas e a semi-recta dirigida para baixo do corpo do
gafanhoto e que faz parte do eixo de simetria das asas, medida no plano em que estas
se movem) em radianos e a abcissa o tempo correspondente em milisegundos;
comegando quando as asas posteriores passam pela posicio meédia durante a fase
ascensional do movimento. Os esbogos visualizam quatro fases caracteristicas do vo,
desenhadas a partir de um filme em camara-lenta.

Entreguei uma fotocopia da p.494 de [5] a cada um dos participantes ¢ fiz a minha
proposta de trabalho:

) . . . . . -
representada, isto para ambos os pares de asas (anteriores e posteriores).

O sentido em que se pretendia a aproximacao ficou um bocado vago, mas a ideia
era g/ustar uma curva conhecida a experimental.

Repare-se que a proposta de trabalho foi fundamentalmente dirigida a curiosidade
matematica dos participantes (que eu sabia dever estar presente), ndo dando énfase a
eventual utilidade pratica que a obtencdo de uma tal formula pudesse ter, ja que os
meus quase nulos conhecimentos de Zoologia ndo me permitiam discernir sobre a
importancia (ou a irrelevancia) de tal aquisicdo para essa disciplina. O proprio Weis-
Fogh na p.495 de [5] afirma que as formulas que ele achou se desviam demasiado da
verdadeira relagdo para que possam ser Uteis na estimativa da energia cinética das
asas, e acrescenta que para esse objectivo tem que se usar a curva encontrada
experimentalmente. Quer isto dizer que, com ou sem formulas, o zoologo atinge
sempre o seu objectivo, embora uma boa formula facilitasse os calculos.

Concordamos em que, antes de mais, precisavamos de determinar numericamente
as coordenadas dos pontos marcados nos graficos da figura 1. Provavelmente o autor
do artigo [S] sabia esses valores antes de marcar os pontos, mas ndo consegui
encontrar essa informacao em [5].

Como havia réguas graduadas em milimetros a nossa disposicdo, o que se fez foi
comparar milimetros com radianos e milisegundos dos graficos e aplicar a regra de
trés simples. Quando reparei que ja todos tinham descoberto o caminho a seguir e
que portanto a determinagdo numerica de todos os pontos era apenas uma questdo de
calculos fastidiosos, interrompi-lhes essa tarefa apresentando-lhes os resultados que
ja tinha previamente obtido. E a proposito disto, o processo que segui foi mais
sistematico: primeiro graduei em milimetros -as quatro arestas do rectangulo que
inclui os graficos da figura I; depois, com a ajuda dessas marcagoes, desenhei uma
grelha no rectdngulo de tal modo que por cada ponto marcado nos graficos
passassem duas linhas perpendiculares entre si e cada uma delas paralela a uma das
arestas de rectangulo; em seguida determinei em milimetros as coordenadas desses
pontos, dando origem a tabela I: finalmente, a conversio para as unidades indicadas
nos graficos foi feita atraves das formulas '
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15 .
Y=36X paraa escala horizontal e

(1)

2
y= TR 0.4 para a escala vertical,

sendo x em milimetros e y respectivamente em milisegundos e radianos {(note-se que
as constantes que entram nestas formulas foram determinadas apenas com a ajuda
dos dados que tenho vindo a apresentar neste relatorio e que os milimetros foram
contados respectivamente da esquerda para a direita e de baixo para cima, em ambos
0s casos com origem no vértice inferior esquerdo do rectangulo da figura 1). A
vantagem deste procedimento é que torna as medicbes mais rigorosas e os resultados
mais coerentes entre si.

Aconteceu uma coisa curiosa nesta parte do trabalho: foi a fotocOpia da p.494 de
" IS] que eu usei ndo ter exactamente o mesmo tamanho que as fotocopias que
entreguei aos participantes {foram tiradas em momentos diferentes, se calhar por
maquinas diferentes!), sendo portanto natural haver uma certa discrepancia entre os
valores que apresento na tabela 1 e os que alguém determinar com base numa
fotocopia sua. Os valores em milisegundos e radianos (apresentados na tabela 2)
devem, no entanto, ser essencialmente os mesmos,

A ideia que surgiu de imediato no grupo de trabalho foi a de usar a fungdo seno
como aproximante, e houve quem dividisse o dominio das fungdes dadas em quatro
partes e aproximasse em cada uma delas separadamente por um seno
convenientemente modificado: estas modificagdes podem ser pictoricamente
descritas dizendo que se esticou, comprimiu ou translatou horizontal ou verticalmen-
te o respectivo grafico. Este procedimento de dividir o dominio em partes e apro-
ximar em cada uma delas separadamente fora ja usado por Weis-Fogh em [5] (veja-
se a p.495, onde o dominio é dividido em dois). Se levarmos este processo ao extremo,
em breve nos vemos a dividir o dominio por intermédio das abcissas dos pontos
marcados nos graficos da figura 1 e a aproximar cada um dos pedagos das curvas
entre dois pontos consecutivos por um segmento de recta (para qQUEé usar o seno neste
caso se uma aproximagao linear parece funcionar tio bem!). O problema que surge
com esta solucdo e que a definicdo analitica desta funcdo aproximante ndo se
‘consegue com uma formula sé e portanto podemos pelo menos apontar-lhe um sendo
do ponto de vista estético. Existem também, contudo, dificuldades tecnicas: se
pretendermos saber a posi¢do das asas num certo instante fora do dominio, digamos
fundamental, dos graficos da figura 1, por exemplo no instante 376 ms, precisamos
primeiro identificar o ramo da definicdo analitica a usar e so depois substituir a
variavel da fungao por 376 e fazer as operacdes.

Quando alguém falou em uma s6 formula para a fungéo, aproveitei a deixa para os
langar nesse caminho.

Assim, perto do fim da primeira sessdo de trabalho tinhamos obtido (embora
alguns tivessem precisado de ajuda) as formulas

. t .

(2) f(t) = 1.55 + 0.96 sin (217 57‘7)
como aproximante dola) (fungdo) voo das asas posteriores (passaremos a usar esta
designagdo, quando conveniente) e
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como aproximante da fungdo voo das asas anteriores

A tabela 3 lista as diferencas entre o valor real da ordenada em cada ponto dos
graficos da figura 1 e o valor calculado através das formulas acima escritas. Para
abreviar trabalho, estas listas podem ser obtidas de um modo expedito através de
programas simples em calculadoras programaveis. E de referir, alias, que houve
sempre duas calculadoras cientificas a disposi¢do dos participantes durante as trés
sessdes, 0 que 0s levou a trabalhar naturalmente em grupos de dois ou trés
individuos cada. Isto ndo os impediu, no entanto, de desenvolver ideias individuais.
Lembro-me, por exemplo, que uma das pessoas se dedicou durante algum tempo a
tarefa de achar formulas convenientes (fungdes de t) que pudesse por no lugar de t
nas formulas acima de tal modo que conseguisse assim compensar as diferencas,
indicadas na tabela 3, entre as fungdes dadas e as aproximantes. E evidente que
encorajei esta ideia e tentei acompanhar na medida que me foi possivel essa tarefa
(que ndo tinha previsto).

Foi nesta altura que apresentei dois acetatos que tinha preparado previamente
com a ajuda do programa MICRO-CALC, vers.3.01. Num deles (figura 3) estava
tracado o grafico da funcdo f aproximante do voo das asas posteriores; no outro
(figura 2) aparecia uma representacdo su/ generrs dos pontos conhecidos do
respectivo grafico da figura 1 — resultante do modo como consegui dar a volta ao
problema de usar as fungbes do MICRO-CALC para marcar estes pontos. Por
sobreposi¢io dos dois acetatos pode ter-se uma aprec:acéio visual a respetto do gyusie
entre as duas fungoes.

A partir daqui sugeri que a atengdo se concentrasse no melhoramento da
aproximagédo para o voo das asas posteriores apenas. Segundo a tabela 3, a diferenca
maxima encontrada entre as ordenadas efectivas e as aproximantes ascende a mais
de 0.6, um erro grande relativamente a amplitude do movimento. Falei-lhes assim
em somar varias fungbes trignométricas, ndo so senos como tambeém co-senos,
afectados de factores multiplicativos convenientes e cu jos argumentos fossem
também alterados atraves da multiplicacdo por determinadas constantes. No fundo
isto equivalia em termos visuais a deformar os respectivos graficos esticando-os ou
comprimindo-os horizontal ou verticalmente. Havia no entanto um cuidado a ter: o de
ndo destruir, ao adicionar, o periodo de 57.7 ms exibido no grafico da figura 1. Isto

consegue-se desde que o argumento 2:15;—7 da fungdo f obtida anteriormente seja

f(t) = 1.59 + 0.6 sin (27

multiplicado apenas por valores inteiros estritamente positivos (repare-se que 0s
negativos ndo ddo origem a mais funcdes diferentes).
Por isto, o grupo parecia interessado em testar varias funcoes do estilo

m t n ] t
(3) f(t)=1.55 +k2=,lak sin (k 210 z==) + kglbk cos (k 21 z==),

commneNeosay'se by's constantes reais. Como a maior parte dos participantes

estava familiarizada com computadores, pressionaram-me para que esta tarefa de
testar fosse feita em computador, usando as capacidades graficas deste. Embora
estivesse mais ou menos preparado para esta eventualidade, ndo era exactamente
isso que tinha previsto que se fizesse. Mas, por outro lado, havia tempo para dar e
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vender e um bocado passado a frente do visor da maquina era capaz de ser benéfico.
Porque n3o tentar?
Concordei assim que a sessdo seguinte comegasse na sala dos IB.M.'s.

2. Alguns minutos antes de comecar a segunda sessdo ja eu estava na sala dos
computadores para introduzir em dois ou trés destes a fungéo representada na figura
2. Nao € uma tarefa rapida pois essa fungdo tem a seguinte formula:

155 STEP X0, 47 STEP £l o2 sTEP XL, 236 STEP £33,

+ 251 STEP x(');'? + 2.36 STEP X'Ol_g'3 422 STEP X'Ol;'s + 1.87 STEP %ﬁ ‘
155 STEPE 224, | 25 STEP X284, 091 STEP x.03‘é_9 +0.75 STEP%'—S. :
+0.59 STEPX';§‘7 +0.75 STEP x';g'é +0.91 STEP x'; :.o +1.25 STEP%L ‘
+ 1.55 STEP X—(,ig—j-

Entretanto os participantes foram chegando.

Parece-me que de um modo geral se considerou m+n ¢ 4 em (3), alias seguindo
sugestdo minha, pois quanto mais constantes se considerassem, mais trabalho se teria
no seu calculo; além disso, o programa MICRO-CALC usado nio estava adaptado a
introducdo facil de expressdes compridas. Houve quem se dedicasse 4 determinagio
das constantes por meio de tentativas e visualizagdo, comparando com o grafico da
figura 2. Alias, a comparacéo atraves da visualizacdo no ecrd do computador foi
usada por todos, embora um outro participante tentasse achar as constantes atraves
de um sistema de quatro equagdes com quatro incognitas e outro ainda, ja referido
anteriormente, testasse varias formulas de t no lugar t em (2). Portanto houve pelo
menos trés abordagens diferentes para resolver o problema, sendo a segunda
apontada atras a que mais trabalho dava. Felizmente tinha previsto que alguém se
lembrasse de ir por esse caminho, de modo que tinha preparado um pequeno
programa numa calculadora programavel para resolver sistemas de quatro equacoes
com quatro incognitas, baseando-me no método da condensacdo da matriz completa
do sistema. O aspecto desse programa no BASIC da CASIO FX — 702P é 0 que se
apresenta na tabela 4. Repare-se que para que a linha 70 possa ser cumprida tem
que se supor que A(K, K) # 0, designando este A(K,K) ndo so o elemento na linha K+1 e
coluna K+1 da matriz completa do sistema como também outros elementos que
durante a execugdo do programa ocupem essa posicéo. Isto tem como consequéncia
que este programa ndo funciona nalguns casos, mas na pratica seria preciso muito
4zar para que na resolucdo dos sistemas que precisamos de considerar aparecesse
algum A(KK) = 0. Assim, o que se faz ¢ seleccionar quatro pontos na tabela 2 (coluna
das asas posteriores) e obrigar o polinomio de senos e co-senos a passar por esses
quatro pontos — obtém-se deste modo um possivel sistema de quatro equacdes com
quatro incégnitas que provavelmente se pode resolver com o programa indicado. E
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FIGURA 4
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evidente que as solugdes obtidas contém erros, mas como este metodo de abordar o
problema ndo aspira a dar a solugdo final, pode acontecer que as solucgdes
aproximadas do sistema sejam melhores que as exactas (além do mais as proprias
entradas da matriz do sistema sdo arredondadas!).

Melhores resultados se obteriam com certeza se considerassemos um polinébmio
trigonométrico com 8 senos e 8 co-senos, usassemos o0s primeiros 16 pontos da
segunda coluna da tabela 2 e, consequentemente, resolvéssemos um sistema de 16
equacdes com 16 incognitas. Se alguem estiver interessado em seguir este processo,
agradeco-lhe que depois me diga o que obteve!

A meio desta segunda sessdo de trabalho, apercebi-me que os participantes
estavam a ficar cansados. De um modo geral obtiveram melhoramentos para a
formula aproximante, mas os resultados conseguidos ou os métodos utilizados nio os
satisfaziam completamente. Estava na altura de eu azacar de novo.

Voltamos ao sossego da sala onde estiveramos na primeira sessdo. Como rescaldo
da experiéncia com os computadores, mostrei-lhes um- acetato que tinha preparado
com uma funcédo aproximante obtida através do processo referido da resolucio de um
sistema de quatro equacdes com quatro incognitas (figura 4). Neste caso considerei
m=n=2 em (3), os pontos escolhidos foram os que ddo pior informacgdo na tabela 3
(segunda coluna), e obteve-se aj=0.68, a,=0.12, by=0.41, by=0 (isto sdo
arredondamentos das solucdes obtidas sem usar o programa da tabela 4: se se usar
este, os valores obtidos sdo mais precisos e os arredondamentos sio ligeiramente
diferentes). As correspondentes diferengas entre os valores reais e os calculados
estdo listados na tabela 5: a diferenca maxima é de cerca de 0.5.

Ja na primeira sessdo um dos participantes se tinha referido ao possivel uso de
integrais para melhorar a aproximacdo. Embora o individuo que adiantou isso ndo
tivesse ainda estudado integrais, tinha contudo owvide f2/ar neles e na sua relacéo
com a nogdo de area. O mesmo individuo, no entanto, durante muito tempo achou
estranho que o uso de co-senos no polinomio trigonometrico pudesse melhorar a
aproximacdo, apesar de eu ter referido que é a Unica maneira! de diminuir a

diferenca de ordenadas correspondentes & abcissa 512'—7, que, com a ajuda do grafico
da figura 1, se pode ver que € superior a 0.4. .

O passo seguinte para a resolugdo do nosso problema foi portanto exigir que a area
entre o grafico da figura 1 e o da fungdo aproximante no intervalo fundamental fosse
zero.

Mas seria isto um argumento trabalhave!?

A primeira dificuldade surge logo ao tentar precisar-se o que se entende por area
entre dois graficos num intervalo. Se um dos graficos estiver sempre por cima do
outro, tudo bem — & drea da superficie limitada pelo de cima e o eixo das abcissas
tira-se a area da superficie limitada pelo de baixo e o eixo das abcissas {estou a
pensar apenas em fungdes com valores positivos). O problema aparece quando os
dois graficos se cruzam, e podem cruzar-se varias vezes — teriamos que determinar
primeiro 0s varios intervalos em que se mantém sempre um por cima do outro, mas -
para isso precisavamos de conhecer os graficos! A alternativa parece ser a de se fazer
uma subtrac¢do Unica, arriscando-nos assim a obter um valor negativo, ou a obter
zero quando a dreaz € bem diferente de zero, como um dos participantes observou.

1 Estamos a supor que a fungdo aproximante ¢ dada pela formula (3).



17

Fiz-lhes notar entdo que era uma escolha que tinhamos que fazer, entre ter uma boa
ideia teorica sem utilidade pratica e a de termos uma ideia menos boa mas que se
pode aplicar.

Bem, mas antes de aceitar esta alternativa era necessario averiguar se ela
permitiria levar os calculos até ao fim.

Primeiro, como se pode calcular a area do graf:co da figura 1 no intervalo
fundamental (definindo-se portanto como a drea entre esse grafico e o grafico que ¢
o proprio eixo das abcissas)?

Aqui a resposta e simples: usa-se uma regra de trapezios utlhzando 0s pontos
conhecidos. Expliquei-lhes o processo a seguir e toda a gente entendeu (ndo e
necessario saber integrais para perceber isto). E claro que o que se obtém € um valor
aproximado, mas como numa primeira parte do dominio a aproximagao € por defeito
€ na outra € por excesso, existe uma esperan¢a que a aproximacao final obtida seja
boa.

Quanto a funcéo f aproximante, consideremos o caso m=n=2, portanto

t
(4) fit) =1.55 + ay sen (27 z=—i + a; sen (41 57-} +

+ by cos 2T '3—7_7)+ b, cos (41T ﬁ] :

Por imposicdo, a area de f sera igual a area da fungdo voo das asas posteriores, e
por (4) sera igual a drea do segundo membro, que € 0 que tem as constantes a
determinar, de modo que seria optimo que fosse verdade que a area da soma de
fungées fosse a soma das areas das fungées e que a area do produto de uma constante
- por uma fungio fosse o produto da constante pela area da fungdo. Designando por

Area .
la.b] giu a area da fungio g no intervalo [a, b], obter-se-ia entdo a partir de (4) que

Area Area L. Area A
(5) a7y (0= g7y 1:95 2y (0.7 560 (2T 577) + 8 (2% sen(4 Tt go=)

Area -t Area . b
+ by (0.57.7) €98 (2w 57‘7) +by. [0.57.71 €05 (4w 57_7).

'Se usarmos a primeira definicdo de area (digamos a defini¢do natural), obtemos
uma equacdo com quatro incognitas, mas se usarmos a defini¢do alternativa
{modificada de modo Obvio de maneira a que se possa aplicar as fungdes agora
consideradas) e o conhecimento que temos das fungdes seno e co-seno, concluimos
que todas as parcelas a seguir a primeira no segundo membro de (5) se anulam,
obtendo-se

Area Area
105771 (V) = (577 1.55 = 57.7 % 1.55

Se em vez de 1.55 tivessemos usado uma incognita, digamos ag, poderiamos agora
escrever



18

Area
(6) 3 -577 19517 (W

e obter talvez um valor melhor que 1.55, o que equivaleria a deslocar por transiacéo
vertical o grafico. de f. :

Iremos voltar a isto mais tarde, mas entretanto ha coisas urgentes a verificar:

Sera de facto verdade que '

Area .. . Area . Area
labl 8= apl M+ 1ap1 &8  €que

(7)

‘?ar’:? {o.f) = . ?;S? f. comf, g funcdese neR ?

Se usarmos a definigdo natural de area, a presumivel segunda propriedade anterior

€ obviamente falsa, pois neste caso tem-se '?:g? (-f) = ‘?::? f. Nesta altura um dos

participantes fez notar que conjugando este facto com a presumivel primeira
propriedade anterior se chega a uma contradigio, ja que se tem

Area (f-g) - Area(f+(_g)) _Area. Area

Area . Area Area
la,bl [a,b] (f+g)t

labl | 1apl C8) = lapl £+ (ab] &~ lap]

Este € o derradeiro golpe contra a definicao natural de area.

E que se passa com a defini¢do alternativa? :

Neste caso os participantes facilmente se convenceram que se verificam as duas
propriedades enunciadas em cima, ndo tendo sido necessaria uma demonstracio
rigorosa. Ensinei-lhes, contudo, um processo de demonstracdo geométrica baseado no
principio de Cavalieri para areas.

O principio de Cavalieri diz que as areas das superficies da figura 5 sio iguais
desde que qualquer recta vertical as intersecte segundo segmentos de igual
comprimento entre si. Esta afirmacio ¢ geralmente bem aceite, mas caso surjam
duvidas pode-se considerar a figura 6, onde em vez de rectas verticais consideramos
finas faixas que ddo origem a finos rectangulos nas duas superficies e em que cada
faixa os rectingulos considerados sdo iguais. Assim a area total dos rectangulos de
uma superficie € igual 4 area total dos rectangulos da outra; 4 medida que vamos
considerando faixas cada vez mais finas, mais a superficie total ocupada por cada um
dos conjuntos de rectingulos se parece com a respectiva superficie limitada pelas
curvas... .

A partir daqui, para provar que ’?ar S? (f+g) = ?:g? f+ i\ar:? g, Seguimos o processo

ilustrado na figura 7 usando as duas fungées f, g em (i). A drea da superficie indicada
em (ii) é Area f + Area g; a area da superficie indicada em (jii) & ?;' :T(ﬁg); para cada
x fixo, a recta vertical y=x intersecta as duas superficies segundo segmentos de
comprimento f(x) + g(x), logo o principio de Cavalieri diz-nos que as duas superficies
tém darea igual. Aqui suposemos o caso simples de f ser positiva, g negativa e lg| < f,
mas a situagido complica-se quando consideramos outras hipoteses e se torna
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~ conveniente dividir o dominio em varias partes e usar a propriedade {obvia para as
fungdes bem comportadas que estamos a considerar)

Area Area Area
fa,bl s Ib,cl f- [acl f para a<b<c.

Quanto a segunda das propriedades enunciadas em (7), ¢ evidente que ;[%arg? (-1)

= ;'?ar :? f e, conjugando com a primeira propriedade, obtém-se de imediato que

/i\arg? (kf) =k . ?arg? f, k € Z Para ir mais além que isto parece-me que se

torna necessdrio usar um argumento do género do que foi feito a respeito da figura 6.

De qualquer modo, a experiéncia que tive diz-me que ndo é necessario insistir
muito nesta parte. O importante nesta abordagem elementar é as pessoas
convencerem-se que as propriedades referidas sao provavelmente verdadeiras, pois
uma insisténcia demasiada neste problema particular desviaria demasiado a atencao
do problema principal que estavamos interessados em resolver.

O passo seguinte foi o mais dificil de motivar, pois necessita de uma certa dose
daquilo que muitas vezes se descreve como ingenuidade (a falta de melhor
explicacdo).

Atras referimos como ¢ que uma constante ag no lugar de 1.55 poderia ser
determinada usando as propriedades (7) da Area (passaremos a usar letra maiuscula
na inicial de Area se e s0 se nos estivermos a referir a defini¢ao aiternativa de area
de uma funcéo). E isso foi possivel porque as Areas das fungdes que multiplicavam
pelas outras constantes eram nulas. Como é que poderemos modificar a equacio (4)
através de equivaléncias de tal modo que a apficacio de Areas anule todas as
parcelas do segundo membro excepto a que tem a constante que pretendemos
determinar? Concretizando, suponhamos que pretendemos determinar a;. Serd
possivel, usando principios de equivaléncia de equagdes, modificar (4)-de tal modo
que as Areas das /fungdes coeficiente de az, by e by sejam nulas e a da de a; ndo?
Para ja isso so podera ser possivel com o principio de equivaléncia "Podemos
multiplicar ambos os membros por um mesmo numero diferente de zero..”, pois so
deste modo € que conseguimos modificar as funcées coeficiente.

E chegados aqui ficamos num impasse, porque ndo passa pela cabeca de ninguém
que a solucdo seja tdo simples.

Acabei de sugerir aos participantes que tentassem ver geometricamente quanto ¢

lﬁr;?] (sen x sen 2x). Com o gréfico a frente foi facil apercebermo-nos que os factores

desse produto que aparecem a medida que x percorre o intervalo [0, /2] da esquerda
para a direita sdo respectivamente os mesmos (& parte os sinais) que os factores que
aparecem quando X percorre o intervalo /2, wl da direita para a esquerda. Entio,
pelo principio de Cavalieri, as areas das superficies que o produto daquelas duas
fungdes forma com o eixo das abcissas nos dois intervalos [0, w/2] e [n/2,%] sdo iguais.
Quanto ao sinal da fungdo produto, € positivo no primeiro intervalo e negativo no
segundo e portanto é}rza] (sen x sen 2x) = 0. Raciocinio analogo vale em [, 21), e

assim foi com uma certa surpresa que surgiu aos olhos do grupo de trabalho que



[,g’rgl?] (sen x sen 2x) = 0.

Estavamos no fim da segunda sessao.

" 3. No inicio da terceira sessdo dividiu-se 0 grupo nos seus varios elementos ¢
cada um destes analisou um grafico de um produto de fungdes trigonomeétricas
usando o principio de Cavalieri (tal como no exemplo acima), chegando-se a
conclusio que, dadoo e R \ {0,

(8) mAzr?;a] (sennex.cosmax)=0, vmnell, 2}e
Area Area

(0, 211 /e (sen nox . sen mex) = o 50y (cos nex . cos meix) = 0,

¥ m,nell, 2} tais que m=n.

Quanto aos restantes produtos de fungdes (senos por senos com igual argumento e
a correspondente situacio para o co-seno), é 6bvio que as Areas néo sao nulas. Neste
caso o calculo pode ser feito pela regra dos trapézios (obtendo-se um valor
aproximado), mas tambem pode ser feito de um modo exacto atraves do seguinte
argumento geometrico que acho bem bonito:

Consideremos o intervalo o, 21] (o que néo é verdadeiramente particularizar) e os
produtos sen?x e cos?x. Na figura 8 estao sobrepostos os graficos destas duas fungoes.
Atendendo a que cos X = sen (x + 1/2) e a propriedades das duas fungdes, a area a

: rate L Area _ - Area 2
tracejado vale 4 tanto de [0, 2] S€N°X como de [0, 2n] cos¢x . Olhando agora para a

figura 9, o uso da formula fundamental da trigonometria e do principio de Cavalieri

. . N s . Ar
permite afirmar que as areas das superficies indicadas sdo iguais e portanto [0 ;2]

w2y . Area o W . Area | o Area _ o _ .
COSEX + [0 211} sensx 2 donde sai 0. 2rr1 €95 = [0, 2n1) senéx =T, pelo que dissemos

anteriormente. De um modo analogo se pode concluir que

Area Area _ hid
9) [0.2r1 /0) SO5% = (g 201 /0] sen?ex = -, Yo.e R\ (0).

Um dos participantes tentou provar isto por via analitica. De facto, usando a
primeira propriedade em (7), o raciocinio geomeétrico indicado acima pode adaptar-
se de modo a dar uma resolucdo analitica, ou pelo menos predominantemente
analitica. Com uns toques meus esse participante fez a demonstracéo dessa maneira.

Apos isto faltava ainda notar que tambem ¢ verdade que

Area Are

a w
(10) 0.2 /0] sen22mx = (0201 /] cos220X = L Yee R\ {0).

Area Area Area T W
2 - 2 - 2 R
De facto, 020 /ex] sené2ex = 2. 0,00 /] sené2ex = 2. 0,20 /28] sen Zog( 2. ]

por reduc¢do a (9), e analogamente para o0 caso do co-seno.



Podemos entdo responder (quase) afirmativamente a pergunta feita atras, isto &,
podemos multiplicar ambos os membros de (4) por algo (que por vezes pode ser
zero) de tal modo que a aplicacdo de Areas anule todas as funcdes coeficiente
excepto uma. ‘

Assim, multiplicando (4) por sen (2m 5—7‘3) obtemos

: ‘ t
f(t). sen (Zn——57t7)= 1.55 sen (211’——5;7) + a; sen? (211’——57 7) +
t
+ apsen (4rr——5.7t 7) sen (21‘1’“—57t 7) + by cos (er‘—57t7) sen (2r|’.—'-57 7) +

' t t
+ bz cos (4m 57‘7) sen (21 57_7),

donde segue, usando (7) e (8),

© Area t v . Area _t
10,577 [(t). sen (21 5771 =a1 (0.57.7) sen2 (2n’v57_7),

e portanto, atendendo a (9),

‘ _2_ Area _t
(11) 31 =577 0577 [f(t). sen (21, 57.7)] .

Analogamente se obtém {(usando também (10) quando necessario}

2 Area ) t
32 =577 - 0,577 [f(t). sen (41 5=2))

_Z_ Area [ _t
Area - _t

bz = 577 105771 [f(t). cos (4 57.7)]

Observe-se que as formulas para estas constantes sdo as mesmas (e portanto os
seus valores s3o 0s mesmos) se se acrescentarem outras parcelas seno e co-seno a
funcdo f em (4) (atendendo a que ha mais umas quantas Areas de produtos de
fungdes que sdo nulas, como se pode verificar), e portanto neste Gltimo caso sé6 ha o
trabalho adicional de determinar as novas constantes. Quer isto dizer que obtivemos
um processo economico de gerar sucessivas aproximacoes para a fungdo voo das
asas posteriores. :

O passo seguinte é a determinacdo das Areas que entram nas formulas obtidas
para as constantes. Para isso o que fazemos ¢ impor que f passe pelos pontos
conhecidos da funcdo dada e usar uma regra de trapézios. Repare-se que ha aqui
uma modificacdo do nosso argumento inicial, em que diziamos que iamos exigir que a
area entre o grafico da figura | e o da funcdo aproximante no intervalo fundamental
fosse zero: o que estamos a fazer agora ¢ usar mesmo toda a informacgio de que
dispomos, isto €, o conhecimento de pontos por onde passa a fungdo a aproximar, e
com isto renova-se a esperanca de que a aproximacao a obter seja boa. ‘
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Este passo ndo foi trabalhado nesta ultima sessdo, embora houvesse bastante
tempo para, pelo menos, fazer alguma coisa nesse sentido. Em vez disso, € uma vez
que ja todos sabiam o processo a seguir, dei-lhes 0s meus resultados:

2 #2087, axx0.2; b;%029; b,2002

Estes valores foram obtidos com a ajuda de um programa numa calculadora, tendo
em atencdo os pontos onde as fungdes cujas Areas se pretendem determinar mudam
de sinal, tendo sido estes pontos determinados com a ajuda do grafico da figura 1 e
das formulas (1). A respectiva funcdo esta representada na figura 10. As diferencas
em relacdo a funcdo dada estio listadas na tabela 6, sendo o erro maximo igual a
0.31. '

Mostrei aos participantes o ultimo acetato — correspondente a figura 10 — e por
sobreposicdo com o da figura 2 saltou a vista que o asuste melhoraria
significativamente se se fizesse uma translacdo vertical conveniente. Note-se que
nesta vltima fungdo aproximante usei para ag o valor 1.55 em vez de o calcular, como
foi referido antes, através de (6). Mas nao ¢ dificil arranjar o ag optimo, no sentido
em que minimize o maximo das diferencas, obtendo-se entio ag = 1.36295 e o0 erro
maximo inferior a 0.123. Alids, este processo de usar a translacdo para melhorar a
fungdo aproximante poderia ja ter-se usado com a da figura 4 — obter-se-ia neste
caso um erro maximo de cerca de 0.28.

O objectivo destas sessdes era chamar a atencdo para aproximacaoes por polindémios
de Fourier, mas relativamente ao problema particular que pretendiamos resolver
talvez se pudessem achar melhores solugdes por algum outro processo. Para além das
translacdes, ndo s6 verticais como também noutras direccdes, também se poderiam
ter modificado os graficos anteriores através de rotagées. A verdade é que com estas
se destruiria a periodicidade, mas talvez se ganhassem outras coisas! ‘

O grupo de trabalho mostrou-se interessado no programa usado para executar a
regra dos trapézios, de modo que lhes facultei as respectivas instrucdes. Uma versiao
desse programa, escrita no BASIC da CASIO FX-702P, est4 listada na segunda coluna
da tabela 7. Na linha 10 ¢ dada uma instrucdo de salto para uma subrotina que esta
listada na primeira coluna da mesma tabela e que contém valores de abcissas e
ordenadas relativos aos pontos conhecidos da fungio voo das asas anteriores, que
deixdmos de estudar a partir de certa altura. E claro que O Processo que usamos se
pode aplicar também a esta funcéo, sendo as correspondentes constantes ag, a;, as, b
e bz dadas igualmente pelas formulas (6), (11) e (12). As Areas que entram nestas
formulas podem ser calculadas directamente com o programa completo fistado na
tabela 7, onde se utilizou uma regra de trapézios modificada no sentido em que nio
se levaram em linha de conta os pontos de mudanca de sinal das fungtes cujas Areas
se pretendem determinar (penso que isso ndo leva a diferencas numéricas muito
grandes). Usando N=17 obtemos ag = 1.52; a1 =0.56;a2=0.06; by =-0.17; by = -0.06 e
a diferenca mdxima € de cerca de 0.136 . Modificando o grafico por translacdo, de tal
modo que venha ag = 1.4834 , consegue-se um erro inferior a 0.1,

Estes ultimos dados nio foram fornecidos aos participantes pois nessa altura ainda
ndo os tinha calculado.

Finalmente, chamei as coisas pelos seus nomes, isto &, que fungdes f como em (3)
— com 1,55 substituido por ap — se dizem polinomios de Fourier quando as
constantes sio calculadas através de formulas analogas a (6), (11) e (12), que essas
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constantes se dizem coeficientes de Fourier? e que as Areas se chamam /nlegrais
tudo coisas de que ouvirdo falar futuramente mas que ja sdo muito velhinhas.
E terminei.

4. Claro que a partir daqui se poderiam por questdes matematicas
interessantissimas, que explorassem tanto o conceito de integral como o tema da
aproximacao por séries trigonométricas ou mesmo séries em geral; outra alternativa
seria ir pelo caminho da Analise Numérica. Tenho a impressdo que apos estas trés
sessoes pelo menos alguns dos participantes estavam sensibilizados para isso. E de
facto foi so isto que pretendi fazer: sensibiliza-los. Por experiéncia propria sei que
miuitos estudantes entram no primeiro ano de uma licenciatura em Matematica com
uma insensibilidade, um desinteresse que brada aos Céus. Déem-lhes receitas e 0s
respectivos exercicios de acompanhamento que ficam mais felizes que wm galo com
um chocalho Falem-lhes em teoria e &€ ouvi-fos fugir.

Apos estas trés sessdes encontrei por acaso um dos participantes, que em conversa .
informal me disse nunca ter pensado ser possivel fazer o que fizémos: ser dada uma
funcio (que saiu de um fendémeno naturall, ndo saber como a definir analiticamente e
aos poucos ir conseguindo arranjar-lhe a formula. Soube assim que consegui abanar
esta pessoa, mas também sei que os elementos do grupo de trabalho foram
seleccionados por um processo que de algum modo avaliou as suas capacidades
cientificas... E as outras (?), que sdo tantas!...
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2 Por uma guestio de simetria — atente-se nas formulas (6) e (12) — naoc e ap mas sim 2.ag
que leva o nome de Fourier.
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A redacgdo do Boletim da SPM:

Coimbra, 23/4/90

Relativamente ao relatorio "Modelagdo do movimento das asas de gafanhotos via

polinémios de Fourier”,

publicado no n? 16 do Boletim da SPM, gostaria de

apresentar uma errata. Nao se trata de uma correc¢do exaustiva, pois ha pequeninas
gralhas sem importancia no texto (quase inevitaveis numa publicagdo) e com as quais
ndo me preocupei. Outras ha, no entanto, que sdo mais dificeis de descobrir e podem
« fazer perder tempo aos leitores. Sdo as deste ultimo tipo que listo a seguir:

[ ocalizacé

18 coluna da tabela 2
28 coluna da tabela 3

linhas 20 ¢ 21 da pag 21

linha 20 da pag 25

linha 25 da pag. 25

onde esta deve estar
(10.2,2.09) (19.2, 2.09)
0.02279 0.12279

Area ) 2 n
[0,277]COSX ¥ [o 2 159“ x=7

Area s, T

E as outras(?), que sdo tantas!...
E os outros(?), que sdo tantos!...

De Sajio De Sapio

Antonio M. Caetano




